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PICCOLE NOTE 129

Sui simboli di Riemann e sulla rappresentazione conforme.

Nota di Pia Nalli (a Catania).

Sunto. - Si fa vedere come Vaso di coordinate geodetiche permette di dime- 
strare con la massima semplicità la reiasione che lega i simboli di 
Riemann di prima specie di una varietà e quelli di una varietà geo­
detica in essa immersa, nel polo di quest’ultima, e la reiasione tra i 
detti simboli per due varietà in rappresentasione conforme.

Lo scopo della presente Nota è di mettere in vista, per mezzo 
di due esempi, i vantaggi che presenta l’uso di coordinate geode­
tiche per lo studio degli spazi di Riemann.

1° Esempio. — Sia Vn una varietà metrica, P un suo punto, 
Vul una varietà geodetica di polo P immersa nella Vn.

Riferita questa a coordinate xl9 xt,... xn e la VM a coordinate 
Uj, u8,... um, siano
(1) xi = xi(ul, »2,... (i = l, 2,... n)

le equazioni parametriche di V .
Denotando con (ij, hk) i simboli di Riemann di prima specie 

per la Vn e con (ij, hk)' gli stessi per la Vm, si ha in P

zry. , . . 7 7 \ z ì 1 'ÒX(ÌXq 3X,. 9<T/

Evidentemente basterà 'dimostrare ciò per due particolari si­
stemi di coordinate x{ ed e noi supporremo che tali sistemi 
siano geodetici in P.

Di più supporremo che se per la Vn è

n
à 2 — aif dXi dxj,

sia in P, aif — 8/.
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Sia poi per la Vm

ds2 — bfj dUi dUj ;

sarà
7 vi uX„ cxa

7èuf-

Se jD è una geodetica per P in Via essa sarà pure geodetica 
in Vn e sarà per essa in P

_ n n
ds*~ u’ ds2 ~u’

perchè le coordinate ed % sono geodetiche in P. Ma allora 
dalle (1), derivando due volte rispetto ad s, risulta in P

__ (i = 1, 2,... n),
duhduk ’ (h, k= 1, 2,... m).

Sempre per il fatto che in P le coordinate x{ ed uj sono geo­
detiche, ßi ha in esso

(5! (« = +' ' W5 ; 2\dxjdxh dXjdxk dXidxh . dx^xj1

ed un’altra analoga se ne ha per (ij, hk\ cambiando nel secondo 
membro le a in b e le x in u.

Ma dalle (3), tenendo conto che in P sono soddisfatte le (4). 
che sono nulle le derivate parziali delle rispetto alle x. che 

= 8/, si ricava che in P

d^bik _ vi 9 ttpt dXp dXq dxr dXf

dUjduh dxqdxr dUi dUj duh duk lìh,k *’7‘ft’

dove

\ih , * -Zjp $UjGUh duh

Da questa relazione, tenendo conto della (5) e della analoga 
per la , discende immediatamente la (2). Dalla quale poi si de­
duce facilmente che la curvatura della Vm in P per una giacitura 
determinata da due direzioni, coincide con la curvatura della Vn in P 
per la medesima giacitura.
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2° Esempio. — Siano Vn e Vn' due varietà metriche in rappre­
sentazione conforme. Se per la Vn

n
ds2 = Sy dXi dxj,

e per la Vnf, ds' = u~}ds, cosicché per essa

n
- • ds'2 — Sy dx{ dXj,

con a0' —u~2%, è noto che i simboli di Riemann (ij,hk), (ij,hkf 
di Vn e Vn' in due punti corrispondenti P e P' sono legati dalla 
relazione ,

W}(ij, hk)' — (ij, hk) — I (a,-Äw,* — aiKujK — aÄ4- ajKuih) —
(6) u

Au
— (aihaJk — aikajh) ,

dove ujK denota il derivato secondo covariante dell’ invariante u 
e Au il primo parametro differenziale di tale invariante, rispetto 
alla metrica di Vn (*)•

La dimostrazione di questa formula è assai penosa quando la 
si faccia in coordinate generiche, ma riesce semplicissima quando 

isi fissino le coordinate x{ in modo che per la Vn siano geodetiche 
in P e che in questo punto sia

Infatti, in tale ipotesi, posto v = u~2 si ha in P'

e -
92a'ik d2aik

v 7 dXj dxh -ìh dXj oXh

Dalla prima, denotando con i simboli di Christoffel per 

la Vn', si trova in P':

\ih~V 1
(8) [pj= — «<*«?)•

D’altra parte, tenendo conto che in P'

(9 Cfr. p. es. T. Levi-Civita, Lezioni, dà calcolo differenziale assoluto. 
(Roma, Stock, 1925), pp. 237-242.
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si ha
W' ' .iW

(9) < > zzz r”1
1 7 (P ) [PJ

Intanto in P vale la (5) ed in P'

\ 
d&idxh)

(« hk}' = - - àà
’ ’ 2 ySxj Srv^ àj öcv,,

_ -A /rift? ( jk |'_ Fifty H’ft j'\ 
vAlpj !p ? LpjJp ì/

Tenendo conto delle (7), (8) e (9) e che in P

A v = ^pvp2

si trova, con un facilissimo calcolo,

3
(ij, ftfc)' 4- «->(«,.* «,■ vh — aih v} vk — a,* vt vh -+- aJh v( v„) 4-

-+-1— a<Jka^)At> — «(ij, ftft) 4-1— ajKvih 4-

Se ora in questa si pone v = 'W“2, tenendo conto che

Vi = — 2u~3Ui, Ai) -- 4ti~6Au,
— 2'U~3uÏZi,

si ottiene appunto la (6).


