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PICCOLE NOTE 129

Sui simboli di Riemann e sulla rappresentazione conforme,

Nota di Pia NarLrr (a Catania).

Sunte. - Si fa vedere come V'uso di coordinate geodeliche permette di dimo-
strare con la massima semplicita la relazione che lega i simboli
RIEMANN di prima specie di wna varieta e quelli di una varietd geo-
detica in essa immersa, nel polo di quest’ wltima, e la relazione tra i
detti simboli per due varieta in rappresentazione conforme.

Lo scopo della presente Nota & di mettere in vista, per mezzo
di due esempi, i vantaggi che presenta I’uso di coordinate geode-
tiche per lo studio degli spazi di RIEMANN.

1° EsEmMpro. — Sia V, una varieth metrica, P un suo punto,
V., una varieth geodetica di polo P immersa nella V.

Riferita questa a coordinate x,, u,,.. x, e la V,, a .coordinate
Uy, Ugyeer W,,, Siano
() Xy

=1, Ugyer ,,) (t=1, 2,... n)

le equazioni parametriche di V,,.
Denotando con (¢, hk) i simboli di RIEMANN di prima specie
per la V, e con (i, hk) gli stessi per la V,, si ha in P

n

n
2) (65, kY =Y (pa, vty oo O O
1

g pq, é‘u,. ou; ou, ouy, "

Evidentemente bastera ‘dimostrare cid per due particolari si-
stemi di coordinate x; ed w,;, e noi supporremo che tali sistemi
siano geodetici in P. ‘

Di pit supporremo che se per la V, &

n
ds®= %, a,; d; dex;,

sia in P, a,; =3/.



130 BOLLETTINO DELLA .UNIONE MATEMATICA ITALIANA
Sia poi per la V,
- m '
ds* = 2},-‘,- b du; du; ;

sara
n

. ox,, 0.
3) m:ZM-J~2
1

P pu; ou;

Se L & una geodetica per P in V,, essa sard pure geodetica
in V, e sard per essa in P

gl_oc =0, d*u
ds* ds®

perche le coordinate x; ed u; somno geodetiche in P. Ma allora
dalle (1), derivando due volte rispetto ad s, risulta in P

o, (¢

o, duy (h, k=

4)

Sempre per il fatto che in P le coordinate x, ed u; sono geo-
detiche, si ha in esso

1/ *a; Dy, O 8%,
() (i, hk) =3 (Baq ox,  oajom, | awiox, | oy am})

ed un’altra analoga se ne ha per (i, hk) cambiando nel secondo
‘membro le @ in b e le x in w.
Ma dalle (3), tenendo conto che in P sono soddisfatte le (4).
che sono nulle le derivate parziali delle @, rispetto alle x, che
=3/, si ricava che in P

9%b;3 é ay twm, 0z, 0, 02,

= By 00y 00, 0% B Py
10U, ~lpare G, 2, Bu By ou, OUy R R+ 13

dove

-

n .
Z 8300,, dx),
Pign o =i» 0w, 0uy ouh fuy,

Da questa relazione, tenendo conto della (5) e della analoga
per la -V, discende immediatamente la (2). Dalla quéle poi. si de-
duce facilmente che lo curvatura della V,, in P per una giacitura
determinata da due direziond, coincide con la curvatura della V, in P
per la medesima giacitura.
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20 EsgMPIo. — Siano V, e V' due varietd metriche in rappre-
sentazione conforme. Se per la V, )

n
ds? = %;; a;; dx; da;,
1
e per la V', ds’—=wu—ds, cosicché per essa
. ) n 7 )
d8’2 juanny 2” a,'j dxi dwj,
1

con @,/ =u—2a,, & noto che i simboli di RIEMANN (ij, hk), (ij, hk)
di V, e V,/ in due punti corrispondenti P e P’ sono legati dalla

n 7
relazione

.. , .. 1
u*(ij, hk) —(4j, hk) = Py (@i, Wi — Qin Uy, — Gy, Wip, —+ Qjp Uy ) —
©) Ay

: (G, Wi — By,

Wﬁ
dove u;, denota il derivato secondo covariante dell’invariante w
e Ay il primo parametro differenziale di tale invariante, rispetto
alla metrica di V, ().

La dimostrazione di questa formula & assai penosa quando la
si faccia in coordinate generiche, ma riesce semplicissima quando
-si fissino le coordinate x; in modo che per la V, siano geodetiche
in P e che in questo punto sia a,; =238/

2

Infatti, in tale ipotesi, posto v == #—? si ha in P’

o', o
o — Aix Y
0x;
e ,
7' °a;y,
7 GV, U
@) oa; o, i in dax; e,

~ Dalla prima, denotando con rh], i simboli di CHRISTOFFEL per
la V), si trova in P’: g
th! 1
8) [p] = 5 (@00, + 0,0 — @ V)
D’ altra parte, tenendo conto che in P’
a; = v/,

(') Cfr. p. es. T. Levi-Civira, Lezioni,di calcolo differenziale assoluto.
(Roma, Stock, 1925), pp. 237-242.
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si ha

) B

© Y. p
Intanto in P vale la (5) ed in P’

(¢, hk)

1 ( %’ 2%y, %a’;, a'a’y, )

= 2\ow,om, _ owjox, o 0@, | o, ace,

ARSI
Tenendo conto delle (7); (8) e (9) e che in P

n

J— 2
Ay = 12,,11,9

si trova, con un facilissimo calcolo,
o L8
(i, hE) + 1? (i1 0;0), — Qg B V8 — @ V0, + @, 0,0,) +
1 .. 1
+3? (0, A - @i, ) A0 = (e, hk) + Q(“ik”jh — O Vjn — Uy, 4 Vi)
Se ora in questa si pone v = u—% tenendo conto che
P ,

v, = — 2u—%n,;, Av==4u%Au,
Uy = bu—tuu, — 203y,

si ottiene appunto la (6).



