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Sul raggio di convergenza delle serie di potenze.

Nota di Luier ONoFRI (a Bologna).

Sunto. - I’4 studia la variazione del raggio di convergenza di unc serie
di potenze in corrispondenza delle infinite sostituzioni esequibili sui
coefficienti della serie stessa.

1. Il raggio R di convergenza di una serie di potenze:
(1) Wy ~+ AL 4 e 4= AL 4 e

dipende, non solo dai valori dei coefficienti a, che definiscono la
serie data, ma anche, come ora vedremo, dall'ordine con cui i coef-
ficienti medesimi compariscono nella (1).

In altri termini, il raggio di convergenza di una serie ottenuta
dalla (1) mediante la sola alterazione dell’ordine dei coefficienti &.
in generale, diverso dal numero R.

Ad esempio, se sui coefficienti della serie:

14+ ke + B2 4 ...+ E'2" + ... (>0e 4=1),

1 . A
il cui raggio di convergenza & i eseguiamo la sostituzione:

n+l)

(e, B2) « (Y K8y oo (B2, B2 ) o,

n
otteniamo una nuova serie per la quale la successione Y, ja,| ha
1 .
i punti limiti k°, k, k2.

. ; 1
11 raggio di convergenza di questa serie sard pertanto 20

[ =

=
ool -

secondo che k & maggiore o minore di 1.

[(——
. 7 i K] .
2. In questa nota suppongo che la successione V/a,| abbia li-
mite e, sotto questa ipotesi. studio la variazione del raggio di con-
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vergenza della (1) in corrispondenza delle infinite sostituzioni ese-
guibili sugli elementi: a,, a,..... a,,....

Le proposizioni ed i risultati relativi alla teoria delle sostitu-
zioni su infiniti elementi a cui ricorrerd frequentemente nel seguito,
si trovano esposti in due mie Memorie (') alle quali rimando il
lettore.

3. Sia s una sostituzione sull’insieme numerahile I di elementi:

0. 1, 2... mn..
e sia:
0 1 n
(=) ‘;(0—) . §(1) yeesy gﬁ) -

la successione che si ottiene considerando il rapporto fra il numer
generico # di I ed il numero s(n) che la s sostituisce ad =.

Se la s opera su un numero finito di elementi, i termini di («
sono, da un certo punto in poi, tutti eguali ad 1; se invece la :
opera su infiniti elementi di 1, esistono infiniti rapporti di (») mag
giori di 1 ed infiniti minori di 1.

Infatti. se a partire da un certo » si avesse:

r r+1 ¥
<Y e n =l s =
e cioé:
sir+m) > r Cm=0.1..)

I'operazione s dovrebbe sostituire agli » elementi: 0. 1... » —1
gli » + 1 elementi: 0. 1., », il che & manifestamente assurdo.

Osservando poi che il ragionamento ora fatto pud ripetersi pes
la sostituzione s—, si pud asserire che nella sucecessione () esistonc
infiniti termini < 1.

4. .Da quanto si & ora stabilito, si deduce immediatamente che
il limite minimo 7 ed il limite massimo L di () soddisfano allc
diseguaglianze:
<1, L=>=1.
Se poi I =1L, dovra aversi:

I=L=1, lim Il
n—r o0 8 ()

(1) L. Oxorrl, Teoria delle sostituzioni che operano su wna infinita -
merabile di elementi. « Annali di Matematica », tomo 1V, fasc. 121 tomo V.
fase. 1-2.
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Avvertiamo inoltre che, per brevith di linguaggio, i numeri !
ed L verranno rispettivamente chiamati limite minimo e massino
di s e che, per punto limite di s, dovra intendersi un punto limite
della successione (x) corrispondente ad s.

5. Siano s, t due sostituzioni sull'insieme I e siano E,. E, i
rispettivi insiemi derivati. Se E, ed E, sono limitati superiormente,
i punti limiti della sostituzione # — s .# si ottengono come prodotto
di elementi di E, per elementi di F,.

Si ha infatti:

nm (1)
wlw) — s(n) " Ha(n)’

Da cid discende che:

Se un ingieme E di nuneri costituisce wn gruppo od uno pseu-
dogruppo, tutte le sostituzioni sw 1. i cui punti limiti appartengono
ad E, formano rispettivamente un gruppo od uno pseudogriuppo G.

In particolare. se E & l'insieme dei numeri >>1 e 'cc. il com-
plesso G & uno psendogruppo composto formato con tutte le sosti-
tuzioni che hanmno per limite minimo 1.

E poi evidente che lo pseudogruppo G-! delle inverse delle
operazioni di G contiene tutte le sostituzioni che hanno per limite
massimo 1.

6. Comnsideriamo una serie di potenze:

p(x) = i (Lllx“

n=0

ed una sostituzione 8 sull'insieme I. Se noi eseguiamo la s sugli
esponenti della x. otteniamo una nuova serie:

~o
’I‘x) — 2 a Nx.\»(u)
. 0

che si pud anche riguardare come proveniente dalla p(x) mediante
una opportuna sostituzione sui coefficienti @, . Cid ci assicura che,
per la questione che abbiamo in vista, le sostituzioni sui coeffi-
cienti @, e le sostituzioni sugli esponenti # sono operazioni del
tutto equivalenti.

La serie ¢(x). che abbiamo oftenuto operando sulla p(x) la so-
stituzione 8. verrd. per brevita. indicata con s{pix}).
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Osserviamo inoltre che.i coefficienti a,, potendosi sempre con-
siderare numeri positivi o nulli, verranno scritti nella forma:

. a ": o= exn
con ), reale.

7. Le vostituzioni su I per le quali & ! =L = 1. costituiscono
un gruppo H (n.° 5) ed hanno la proprietd di trasformare la se-
rie p(x) in un’altra serie avente il medesimo raggio R di conver-
genza della p(x).

Infatti. se s appartiene ad H, si ha:

. n
| BT
e quindi:

__An ;nn " _l_:
lime*" — lime® *™ — lime® =

Sia poi g.s il prodotto di una operazione g estranea ad H per
una operazione s di- H. Poiche:

g - 8(pfx)) = s[g(p(®))};

le due serie g{p(x)) e g - 8(p(x)) hanno lo stesso raggio di convergenza.
’ Consegue da cid che tutte le sostituzioni che trasformano la p(x)

in_serie aventi un medesimo raggio R, formano un insieme di

quasi-gruppi di una decomposizione a sinistra del gruppo totale

rispetto ad H. Il gruppe H non coincide, in generale, con il com-

plesso di tutte le sostituzioni che lasciano immutato R: questo com-

plesso dipende dal valore di R e la sua forma varia secondo che
. R=1 o differisce dall unita.

‘8. Supponiamo dapprima che il raggio R di pix) sia diverso da
zero e << 1. Cid richiede, per quanto abbiamo supposto al n.° 2, che:

An
lim e = —ll_i’— =e" (e > 0),

" — %

e ciot che:

A
lim 2=p.
ne—soo M
Prendiamo una sostituzione s che abbia per limite massimo un
numero L scelto ad arbitrio (ma necessariamente = 1). Una siffatta
sostituzione si pud realizzare nel modo seguente.
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una successione tendente ad L e tale che tutti i p, e tutti i g,
sinno numeri interi. positivi. fra loro diversi.
Lia sostituzione:

s —= (plﬁ ql) ° (pz' qi) Pt (pll‘ qll) ey

formata con infiniti scambi, opera su elementi di 1 e, come immnie-
diatamente si verifica, ha per limite massimo L.
Con questa sostituzione, o con una qualsiasi altra che abbia
per limite massimo I, trasformiamo la p(x).
Il raggio R, della s(p(x)) ci & dato da:
1 1 1
R, = - — = 5 RL,
An An " et
lim ™ Jime® S0

ed esso. per I'arbitravieta di L. pud assumere qualsiasi valore del-
I"intervallo (0. B) (estremi inclusi).

Per L =1 si ha R, =R e cioé:

Le sostituzioni che lasciano immutato ¢l raggio di convergenza
hanno per limite massimo 1 e. come tali, costituiscono uno pseudo-
gruppo conmposto (n.° 5.

9, Il caso in eui B>1 si pud trattave in un modo perfetta.
mente analogo a quello usato al n.° 8.
Cosl procedendo si dimostra che:
a) Le sostituzioni per le quali R & invariante hanno per li.
niite niinino 1 e formanio wno psewdogruppo composto.
by Preso ad arbitrio un nwmero positivo 1 < 1 e scelta unq
sostituzione s che abbia per limite minimo 1. la serie s(p(x)) ha per
raggio R, di convergenza il numero RL
In particolare. per 1=0 si ha B, =1.

10. Se la serie px) ha raggio zero. qualunque sostituzione g
non pud alterare il valore di detto raggio.
Infatti. essendo:

A -
lim 22— o, lHm ——'
n—nc N ’ s“(’
xi ha:
== A —— ) "
Hm Jo — e, M —
sin) n o 8(n)
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11. Esaminiamo ora il caso in cui R & infinito.
Sia s una sostituzione avente il limite minimo 1> 0.
Poiche, per ipotesi, &:

lim 2\ﬂ-_———b@, —”—>ic>0,
P " 8(n)
“ si ha:
. . A, n
lim & — ,

nomros(n)  meeoom Sm)

e ciod tutte le sostituzioni che hanno il limite minimo > 0. lasciano
invariato il raggio di convergenza. Queste sostituzioni costituiscono
evidentemente uno pseudogruppo composto K (n.° 5).

Osserviamo perd che, oltre alle operazioni di K, esistono altre
sostituzioni aventi la medesima propriets di quelle di K. Di siffatte
operazioni, che hanno per limite minimo zero, daremo fra breve
qualche esempio.

Vogliamo dapprima determinare una operazioﬁe 8 in modo che
la serie s(p(x)) abbia per raggio di convergenza un numero prefis-
- sato B,=—e" >1.

Consideriamo una successione:

PR S Ay geee
estratta dalla:
A A Ry seee

uw? | B ARt

e tale che (per fissare le idee) gli indici v, siano tutti numeri pari.
Prendiamo quindi una successione:

.((t) F1s 925 o Fare
di numeri positivi tendente a ¢ e formiamo la nuova successione:

ol Dl Dl

youey
2 fa Pr

gosee

(0
Se con: |
3(0)y  8(0y)yry SO )seene

indichiamo i massimi interi dispari comntenuti nella (b), abbiamo:

A .
LLl' = 8(’0”) + &, ‘ (sn < 2)*
Pn '
lim "”‘_1 _,Lﬂ‘l—:p.

"""'308( n) ”—’00]_)\_01’1_[

On
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Da cid segue che la sostituzjone:

— vn 3 8(”1()
o 8(”1')' vll ’
formata con infiniti scambl, riduce il raggio di convergenza della

plx) al numero prefissato ¢’ = R,.
Se poi la (@) & tale che:

. )
lim ¢, ==co, ‘ \"" = <,
# 00 ”"‘”Pn S

la sostituzione s ha per limite minimo zero e, come facilmente si
verifica, non altera il raggio di convergenza della pla).

Resta cosi provato che il complesso C di tutte le sostituzioni
che lasciano invariato il raggio della p(x) & pilt ampio dello pseundo-
gruppo K costruito superiormente,

, Notiamo infine come il complesso C non ria. in generale, né
un gruppo né uno pseudogruppo.

Invero, se 8 o & sono due operazioni di C, si ha:

A X, Daim

# n

8Hn) = g Hsln)”

Py
¢ poiché il comportamento del 2° membro dipende dal fattore i-i- ,
8(1)

pud darsi benissimo che —"—— non tenda n — o,

8- Hn)

Ad esempio, se poniamo:

doy = — (20),  Agpgr = — (20 + 1)%,
le sostituzioni:

( M, 1 [ 2m (204 1p
=\ + 1, 2n )’ - \(271 + 1) 2n )
appartengono a C, mentre il loro prodotto s-:¢ riduce il raggio
della p(x) al valore e.

Basta infatti osservare che:

; ’)\'27»1-1
2n = (2 LA L SRS
st(m+1) 2n + 1)%, s-fi2n + 1) 1

12, Supponiamo infine che il raggio di p(x) siaie‘:guale ad 1.

Poicheg, in virti della nostra ipotesi, o:

lim 1"_0
Nne——eo0 N
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tutte le sostituzioni che hanno il limite massimo finito lasciano in-
variato il raggio di p(x). 7

Se, inoltre. esiste un numero positivo M tale che per ogni n
si abbia:
() A, < M,

gqualunque sostituzione s non altera il raggio della p(x).
Invero, dn: '

risulta che la successione:

Ko A, A,

g.m) . STI—) sernn 8“;} govee
non pud avere punti limiti positivi. e da:

Ay _ A n /"_

sin) — n " s(n)

. . by . . oo ) 1'
si deduce (poiché vi sono infiniti — -
8(n)

cessione ha per punto limite lo zero.
Ammettiamo invece che la condizione (¢) non sia verificata e

ciot che esista una successione:

< 1) che la medesima sue-

YT ¥ D V.
tendente a + o<,

Si pud allora. mediante un procedimento del tutto analogo a
quello tenuto al n.° 11. determinare delle sostituzioni s tali che il
aggio della s(p(x)) abbia un valore arbitrario - 1.

Se poi osserviamo che in tutti i casi trattati precedentemente
{escluso quello, privo d'interesse, in cui R =0) ci & sempre stato
possibile di modificare il valore di R, possiamo affermare che:

n____
Una serie di potenze, per la quale esista il limite di \/'ani. ha
il raggio R di convergenza invariante rispetto a tulte le sostituzioni
sui coefficienti se, e solo se R==1 e la successione | a,| & limilata.

13. Vogliamo per ultimo mnotare come. dalle considerazioni fin
qui svolte, risulti immediatamente che:

Se, data una serie:
/

(1) ia”wn! .

n=0
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8i puo determinare una sostituzione s sui coefficienti tale che per. la
serie trasformata:

O
e Z sy 2"
=0
no
esista il limite di V! am!, il raggio di convergenza della (2) ¢ mas-

simo fra tutti i raggi delle serie oftenute dalla (1) mediante sostitu-
ziont sui coefficienti.



