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PICCOLE NOTE 2tt

Su un metodo d’interpolazione.

Nota di Pacifico Mazzoni (a Bari).

1. Preliminari. — Vogliamo richiamare l'attenzione su un me­
todo semplicissimo d* interpolazione. di cui riteniamo conveniente 
una larga applicazione in pratica. Di una funzione f(x\ della va­
riabile reale jl\ finita, continua e derivabile fin quand'occorrerà, 
supponiamo conosciuti i valori f{a\. /'(<, 4 /,). f'{a\. /’'(cri-fe): ci pro­
poniamo di ricavare delle forinole per avere i valori approssimati 
di f\x\ per ogni altro valore di anche fuori d«dl' intervallo a. 
a-a-Il e sopratutto di valutare gli errori che si commettono con 
l'uso di tali forinole.

Intanto ricordiamo che se s' interpola col metodo delle parti 
proporzionali, per avere il valori1 di f(a -+- A), si commette un or- 
rore (differenza tra il valore esatto e l'approssimato) uguale a

dove ; rappresenta un certo numero compreso tra (L a 4- Il e<| 
a 4- k P).

Se si assume invece come valore approssimato di f\(< 4- Ai il 
seguenti1:

(I) z,{k} — -+- kf'W 4- A’- — - .

si commette, com'è noto, un errore

(1) ffa 4- *) — »<*> — —

(per il teorema generale della nota (-)).

p) Vedi G. Peano, Formulario Mathematica. (Torino. 1008).
p) È utile ricordare il seguente noto teorema :
Se una funzione F(x) si annulla per x ----- : x ----- a2 : ....: x --- a„. pc
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Il polinomio ©(H di 2° grado in si riduce ad f(a) poi- fa = o. 
mentre per fc —si riduce ad f(cr 4-lì). e inoltre ha la derivata 
y\a)=f'(a)• Geometricamente è rappresentato dalla parabola che 
tocca la curva y = f(x) nel punto di ascissa u. e di nuovo la in­
contra nel punto di ascissa a 4- h (*).

Analogamente, se si assume come valore approssimato di f(a 4- k} 
il seguente:

= f(a 4- //) — \h — Ao/’ìu 4- //) 4- (li — /.)'.
(I l) f(a) — f(a 4- Æ) 4- lif\a 4- //)__ ",

si commette un errore

(2) /(</ 4- Ä > — = 3 j------ / ('<)•

Il polinomio fJÀ) è 1 appresentato invece dalla parabola die 
torca la curva y = f(x) nel punto di ascissa a 4- li e passa pei- (podio 
di ascissa a.

Dalle (1) e (2) risulta:
hi ogni caso, se k è compreso fra o e li. terrore commessa can

2
la (I). a con la ili), è minore n omericamente della quantità h3« AI, 

dorè AI indica il massimo calar assolato di f'" tra a e a 4- li.
Infatti il massimo valore del prodotto k**\h —/. ). corni* pure del 

prodotto k • (li — A )', è 9-/>3.

2 Valore approssimato di 7p/4-9j. — Dremess«* (preste ov­

vie considerazioni, e osservato che nella li) figura soltanto il va­
lere di f'|«|. mentre india (II) figura soltanto quello di 4-//h 
«■crolliamo un metodo d‘interpolazione die permetta di utilizzare 
i ns ionie i due valori f |u) e f'(a -u //).

Anzitutto cerchiamo la inedia aritmetica dei due valori appros-

tendo aoche (filasti numeri essere tra laro non tatti distìnti, allora si ha:

, //u>| = D — ejl-r — (/.>) .... D
ni

fssftìdo g ìtn certo valore intermedio tra x. rq. re,  an.
S* intendo (dio m si debbo contare r volte, so annulla a nelle

.......
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simati di f\a 4- j forniti rispettivamente dalla (I) e dalla (II). Si ha : 

fh\ ir (h\ (h\I f(a) + f(a + Ä) hUJD y(a) = 2| ? (2)+ *‘(2)]= ----- ‘J— + 8 •rn»)-f(« •+■*»]•

Dimostriamo che se sr assume come valore approssimato di 
ffa-f-kj questo valore (III), sr commette un errore della forma:

ore z indica un certo numero compreso tra a ed a- 4- h.
Consideriamo infatti la frazione

/ h\ f(a) 4- f(a 4- fr) A rzz k h rzz
|3| 4- 2] ~~ 2 ~~ 3 f (a) 3 f (^4- 7? )

siccome i suoi due termini si annullano entrambi per h = 0. essa 
è uguale al rapporto delle derivate dei suoi due termini, (rispetto 
ad h). calcolato in un certo punto intermedio. Il rapporto di codeste 
derivate è:

• 2 f 2) ~~ 8 + /"(«). -+- £ /’"<« +

M-

che a sua volta è uguale al rapporto delle derivate dei suoi due 
termini, calcolato in un punto intermedio. Questo secondo rapporto è:

/ l'f
f"I a 4- J — f"(a 4- h\ 4- f”\a ♦ h}

G») ’ _ \ _ z/ __ f  ___ ; 
48 h2

Ma per lo sviluppo di Taylor si ha :

f” (a 4- = f"(a 4- h) — I f"\a 4- h) 4- 8 fn(;).

flv(ç)
dove a<;<«4-h; onde la frazione (5) è Segue clic la

frazione (4) è uguale a dove e che infine la (3) è

flv(C)— . Segue allora che la differenza
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3. Esempio. — Per esempio, supponiamo di voler eseguire F in­
terpolazione sulla funzione

H(x)=vJ 

v 0
e—^dt,

che interviene nel calcolo delle probabilità. Poniamo conosciuti i 
valori di 0(1, 2) = 0, 91031 e di 0(1. 3)—0, 93401, e di voler cono­
scere il valore di 0(1, 25). Col metodo delle parti proporzionali si 
ha per 0(1. 25) il valore approssimato O. 92216, mentre il valore 
esatto è 0, 92290.

Ma se conosciamo i valori di

2
--- p—xaV- '

allora possiamo assumere il valore (III) come valore approssimato 
di 0(1.25). Siccome O'(l, 2) = 0, 2673 e .0'(1, 3) = 0, 2082, si ottiene 
dalla (III) il valore 0,92290, come si vede, con 5 cifre decimali 
esatte.

4. Valori approssimati di /(«). — Abbiamo mostrato la con­
venienza di servirsi della forinola (III), per avere il valore appros- 

( h\simato di fla-^-A. conoscendo i valori di f(a), f(a 4- Zi). e 

f'(a a- Ä).
In generale, per avere i valori approssimati di f(a 4- k), per qua­

lunque k, useremo il metodo seguente d'interpolazione : per k minore 
di k sostituiremo alla curva y = f(x) la parabola che la tocca nel 

punto di ascissa a. e che passa per il punto (III) (vale a dire per il 

punto che ha per ascissa e per ordinata il valore (III)). Invece per

k maggiore di j prenderemo la parabola che tocca la curva y = f(x) 

nel punto di ascissa a + h e che passa parimenti per il punto (III).
Useremo cioè la formol a (approssimata): k

f(a -e k) oo f(a) 4- kf\a) 4-
|IV| 4f(a)-3hf'(a) — hf\a-t-h)

4- ft 2^ ' 
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quando sia k < g, o la forinola

f(a •*- ty — (h~ k)f'(a F &) -+"
(V) T 7 . ? 4/‘(a)—4f(a h~ ä) -+- hf (a) '(a e /r)

■+■(& — *02----- —------—-------M---------------- --------- -

h ;
nel caso di k >• •

Per k = 5 le due forinole (IV) e (V) si riducono alla (III), che 

scriveremo :

MTTl / JA f(a) + fla + Ä) . k(VI) fa + z +gf(a)—gf(a-t-Ä).

Si vede subito che le due parabole rappresentate dai secondi 
h

membri della (IV) e della (V) si toccano nel punto sicché pos­

siamo dire che veniamo a sostituire alla curva y = f(x) due archi 
di parabole, i quali si raccordano alla detta curva nei punti a e 

h
a -+- h, e sono anche raccordate tra loro nel punto a -+- .

Riservandoci di mostrare con numerose applicazioni la grande 
convenienza di questo metodo, passiamo a studiare Terrore che si 
commette, quando lo si applica.

5. Valutazione degli errori commessi. — L'errore coni messo 
con la (IV) (differenza tra il valore esatto e V approssimato) è della 
forma:

1 ih \ k2h2
(vii) -6feS- v»+

dove c indica un certo numero compreso tra a e a -+- . e Ï nn nu­

mero compreso tra a ed a -+- li (]).
Invece l'errore commesso con la (V) è della forma

(vu') 6 (* -1) • (à - kyne + rw,

V) Il teorema sussiste anche se k è <0; però allora di g si dovrà dire 
hche rappresenta un numero < a + -. Ricordiamo che si userà la (IV) solo

se k è < e la (V) solo se k > 
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dove 7) indica un certo numero compreso tra a -t- e a 4- li. e 'C lo 

stesso numero che figura nella (VII) (’).
Infatti confrontiamo la parabola (IV) (cioè rappresentata dal 

secondo membro della (IV)), con la parabola che tocca la curva 
g=zf(x) nel punto di ascissa a e inoltro la interseca pel punto di 

h '
ascissa a+kj. Codesta seconda parabola ha por equazione:

J h\ . ,

(6) y(k}~f(a) -+- t 4F----------- “------------------------ .

La differenza dei secondi membri della (IV) e della (6) è della 
forma /H-a. dóve x è un numero che resta fisso, quando restano

fissi a od li. Per a vero il valore di ?.. osserviamo che per k =
//’

la suddetta differenza diventa " • ?.. e d altronde ossa è uguale

a <‘lie a sua volta.'per la (IH') del N.,2. è uguale

7P
a I "3^4. ’ flvhl- duuquo:

'z =~ 9(5

(dove ÎÇ è compreso tra a ed U4-//). Staglii» Hie in generale la dif­
ferenza tra il valore (IV) e il valore ((>) è

D'altra parte per il teorema della nota p') del X. l. la diffe­
renza tra f(a 4-A*) e il valore (6) è uguale a

44 ‘[ra

I , IIdove u<;<u-u^: segue che la differenza tra f\a 4- Â ) e il va­

lore (IV). ossia l'errore commesso con la (IV). è uguale alla som­
ma (VII). Il primo teorema enunciato è dunque dimostrato.

Analogamente, per il secondo teorema.

(*) Il teorema sussisto anche so k è h\ però allora di Z si dovrà dire 

<-he rappresenta un numero +
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6. Osservazioni. — Aggiungiamo poche ovvie considerazioni.

Il valore (IV), per k compreso tra 0 e . è sempre compreso tra 

■i due valori (I) e (TI) del V. 7. Altrettanto dicasi del valore (V), per k 

compreso tra e lì (x).

Segue che 1’ errore commesso con la (IV), o la (V), è certamente 
inferiore (numericamente) al maggiore dei due errori commessi con 
la (1) e la (II); anzi sarà da aspettarsi generalmente un errore di 
gran lunga minore. E per l’osservazione alla fine del N. 1, si può 
concludere:

In ogni caso, se k è compreso tra 0 e li. e se M indica il mas­
simo valor assoluto di tra n e a 4- h, è certo che l'errore com-

2 
messo con la (IV), o con la (V), è minore di ^h3*M.

7. Esempi. — 11 metodo d’interpolazione indicato al N. 4, pure 
così semplice, dà in pratica ottimi risultati. Ritornando all'esempio 
del N. 3, noti i valori di 0(1, 2), 0(1, 3), 0 (1, 2) e 0'(1, 3), si deduce 
dalla (IV) per 0(1. 23) il valore 0,91806, mentre il suo valore esatto 
è 0.91805....

Così pure, considerata la funzione er, noti i valori:

e^ = 90.01714: eM = 99.48432,

si ha per e4-52 dalla (IV) il valore 92,75883, mentre il valore esatto 
è 92.75854....

8. Applicazione al calcolo dei radicali. — Possiamo ancora 
applicare questi metodi di approssimazione, per estrarre le radici

Se si considera la funzione y = \.r. si ha:

P) Basta osservare infatti che la (IV) dà valori sempre maggiori o 

sempre minori della (I): che per k ----- ^ la (IV) dà il valore èI- . media 

aritmetica tra quelli che si deducono dalla (I) e dalla (IL), e che infine la 
parabola (IV) incontra la parabola (IL) soltanto nel ponto di ascissa a od in 

un altro punto di ascissa compresa tra a 4- e a 4 h.
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Supposti conosciuti i valori di e di \/B~b, si ha:

h — B — A ; ?/L4) — -A ; n'(-B) = —;
' 1 7 r J. J ■ ’ rB

e allora le (IV) e (V) del X. 4 danno per il valore di \ A 4 k hK 
forinole approssimate seguenti :

(Vili)

>• __— fra F
\ .4 4- k a 4- 4- _ Ay -

■ I ' , 3(B-A)-a (B — A\b /
i rA rB I ’

(Vili)

, (B-A-k)b
VA + kcnb — ---------- ---------v — rB

(B — A — k)* 
+ 2 (B — A)1 '

. J 4a — 46 (B — A\a 3(13 — A)b t 
"*■ M ' + rB p

la prima delle quali è da applicarsi, se k<Z e la seconda

Per k = —— le due forinole si riducono alla seguente:

(9) «4-6 B — A
8 r

a b\
a~b)’

ottenuta dalla (VI) del X. 4.
L’errore commesso con la (IV), dato dalla (VII), assume la forma

(10)
F.(r-l)(2r-l) , . yf (B ~ A? (3,-1)

12r» ~ • i (B — A — -fc) j, 4- 8 - * >4 (•

dove C e rt sono certi numeri intermedi, come al X. 5.

Siccome nell’ intervallo A, B la quantità ~ è evidentemente

" 4 y/B. 6 a ' ' ' V ?
compresa tra , e  ; e siccóme parimenti la quantità

, 6
e compresa rra e -p, sr trovano immediatamente due numeri, 

tra i quali sia compreso l’errore (10).
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Invece V errore4 commesso con la (Vili'). dato dalla (ATI') del 
N. 5, assume la forma :

(A-W- l)(jr-l) I , < LL-jre--J. W
(H) 12r3 / " 7 ' e 8r ' C I ’

E se infine si applica la (9) per avere I 'Vé. aO°i"i l'er­

rore. dato dalla (Ul') del N. 2, assume la forma:

_ \B-A? (r—l)(2r— l)(Br — 1) V
(1-) 384 ’ r* C"'

In particolare, se r — 2, e se» inoltre è 6 — a + 1. allora essendo 
A == a*; B-(a-i-l)2: h = 2a 4- 1. le. (Vili) e (VII!/) diventano:

k k\>a 4- 3)
(IX) V 4- k co (( -f- —• v — 2a 4u(u 4- l)(2u 4-1)-'

 2 a 4-1 — k
(IX') V a2 4- k c» a 4- 1 — ... TV'u ' — 2(0 -4- 1) 

(2o 4- 1 —k}2- (2o — 1) 
4o(o +- 1) - (2o 4-

la prima delle quali è da applicarsi so k è <04-.^, e la, seconda

1
so +

Ad esempio, per avere \ 153, si osservi che y 144 ~ 12. e che 
\ 169 = 13 : allora si ha : k = 153 — 144 — 9. e dalla (IX) si deduce: 

 3
V153 co 12 4- &

729
nrqo p.r = 12.36939.16 • 13 • 62o

mentre il valore esatto di V153 è 12,369316. Abbiamo trovato 
4 cifre decimali esatte, cioè abbiamo raggiunta un approssimazione 
migliore di quella che si ottiene usando tavole di logaritmi a 5 cifre 
decimali. Invece mediante interpolazione lineare si ottiene 12,36 (*).

(4 JXon sara mutile osservare che siccome la frazione» —————— 
16 • 13 • 62 )

729
= -iOÄÄÄÄ = b,00561 .... è minore di 0,01, basta calcolarne due o tre cifre 

significative (561), perchè le ulteriori cifre darebbero un' approssimazione 
illusoria. Ora ciò può farsi anche con un regolo calcolatore', sicché in pra­
tica l’uso di tali forinole approssimate richiede poca fatica.

Tale osservazione ha portata generale, poiché nella (IV) la somma dei 
primi due termini : f(a) 4- k • f(a) costituisce già un primo valore appressi-
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9. Continuazione e determinazione approssimata degli errori 
commessi. — All’ingrandire • di A o all’impiccolire di h = B — A. 
gli errori commessi evidentemente diminuiscono. Così, per avere 
V'2, converrà partire dai valori a meno di 0,1, ovvero (il che in 
fondo è lo stessb), converrà cercare y 200 — 10 V 2. Siccome

14 < \ 200 < 15,

si ha allora: k == 200 — 142~4; h —29; e dalla (IX) si ha come 
valore approssimato di«V200 (per eccesso) il seguente:

(13) 2ÖÖ <2 14 h- ,/8 — è = 14 4- * — 0,000702 — 14,1421550 : 

onde \ 2 <2 1.414215 : mentre il vero valore è \ 2 = 1.41421356 .... 
Abbiamo trovato così 5 cifre decimali esatte di ^2.

Ma possiamo spingere più in là il calcolo, determinando 1' er­
rore commesso, il quale sarà compreso tra i due numeri:

— 0.0000208 e - 0,0000146.

Assumendo come valore approssimato dell' errore la media arit­
metica tra questi due, cioè —0.0000177. si ha come valore appros­
simato di \ 200 il seguente:

y 200 22 14.1421550 — 0.0000177 = 14,1421373.

donde \ 2 22 1.41421373 : come si vede, con errore inferiore a 2«10~~7.
Un'approssimazione generalmente migliore si avrà nel modo 

seguente : considerata la (10), siccome ; è compreso tra a ed a 4 

^se è 0 < k < e 2 è compreso tra a ed a t li. assumiamo come ca­

lore approssimalo di ; 23 il seguente: 

a 1 / b a \ 
yl3 4 ' \BS ~~ A*C

aiate di f(a e k} (quello ehe si otterrebbe. sostituendo alla curva y ^/(.r) 
la retta talmente nel punto di ascissa aV. e così nella (V) la somma dm* 
primi duo termini dà il valori* approssimato che si otterrebbe sostituen­
dovi la rotta tangente nel punto di ascissa a-t-à: sicché il terzo termine 
della (IV), o dalla (V), che è di secondo ordinò di piccolezza rispetto al 
secondo, potrà calcolarsi ordinariamente con un regolo calcolatore.
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b come valore approssimato di V? ‘ s4 il seguente :

1 (a b\
2 \a4 1 ir)

(ottenuti interpolando linearmente).
Si ha allora, nell’ esempio precedente: V; ; ;3 0,000001724 :

\ Z I C4 52 0,000000007658, e si ottiene per l’errore (10) il valore ap­
prossimato: — 0,00001911. e infine si ha:

A 2 52 1,41421359,

con errore di circa 3 • IO-8.
Analogamente?, se si considera F errore (11).
Considerazioni analoghe si potranno fare in generale, quando 

si conoscano, o sia conveniente trovare i valori delle derivate terze 
e quarte di nei punti a ed a /? : allora si potrà migliorare 
l^ipprossimazioneydeter minando valori approssimati degli errori com­
messi cou la (IV) e con la (V), per esempio assumendo come valore 
approssimato di f"'(;) il seguente:

f'"(a) •+■ j • : f "(« fr) — f'»

come valore approssimato di fIV(‘Q il seguente:

5 - flvÓO L f ,v(a -p h) i,

e come valore approssimato di fz//(<) il seguente :

Bari, dicembre 19'28.


