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PICCOLE NOTE .. . 29

Su un metodo @’ interpolazione.

Nota di Pacirvico Mazzoxrt (a Bari).

1. Preliminari. — Vogliamo richiamare 1" attenzione su un me-
" todo semplicissimo  d”interpolazione, di cui riteniamo convenients
una larga applicazione in pratica. Di una funzione fla) della va-
riabile reale . finita. continua « derivabile fin quand’ occorreri,
supponiamo conosciuti i valori fla)n fla -+ I f/(a) fla s k) ci pro-
ponianio di ricavare delle formole per avere i valori approssimati
di flor per ogni altro valore di o anche fuor dell intervallo o,
a 4= I o sopratutto di valutare gli errori che si commettono con
Fuso di tali formole,

Intanto vicordiamo che se sinterpola col metodo delle partj
proporzionali. per avere il valore di fla + k). xi commette un o
rore fdifferenza tea il valore esatto ¢ Papprossimito) uguale a

keth—ky ., .
- E=2 .

dove i appresenta un  certo nunmero (fompr«asn tra «. «+ li. o
o+ k) .
Se sioassume inveee come valore approssimato di fia 4+ k) il
seguente:
fla + k) — fia) - hf'ia)
h? :

) ok =fla) + kf'a) + k-

si commette, com’d noto, un errore

| - ke (b — k |
i) fla + k) — 2ik) =— ————%T_J N 13

/

(per il teorema generale della nota (*)).

— ) Vedi G. Praxo, Formulario Mathematico. (Torino. 1908).
®E utile ricordare il seguente noto ‘teorema: o
Se una funzione F(x) si annulla per X =a,: X =1yt .t X ==it,,. prin
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I1 polinomio ¢(k). di 2° grado in k. si riduce ad fla) per k=0,
mentre per k—=h si riduce ad f(a 4+ h). e inoltre ha la derivata
J(a) = f'(a). Geometricamente & rappresentato dalla parabola che
tocea la curva gy = flx) nel punto di ascissa «. ¢ di nuovo la in-
contra nel punto di ascissa « 4+ h (%).

Analogamente, se si assume come valore approssimato di flo + k)
il seguente: ‘

ofk) = fla + I — (h — Eyf'ta + I -+~ (h — k2.
{11) fl)y — fla + kY + hf'la + h)
) ht '

=i commette un errore

. R = T L
{2) fla + k) — o (k)= 1 T {7 ().

11 polinomio «(k) ¢ rappresentato invece dalla parabola che
tocea la cnrva y == f(a) nel punto di ascissa ¢ + I o passa per quelio
di ascissa «.

Dalle (1) ¢ (2} visulta:

In omii caso. se k ¢ conpreso tra o e h. levrore comniesso con

2
la ¢y o con Tu (11 & minore avimericamente della quantita <1 h?. M.
dore M indica i1 massimo ralor assoluto di 7 tra a e a + h.
Infatti il massimo valore del prodotto F2 it — k). come pure del

4
prodotto b« — k)% 0 >5 I,

- . . It
2. Valore approssimato di f(u+».,). — Premesse gueste ove

vie considerazioni. ¢ osservato che nella (1) fignra soltanto il va-
tore di f(@). mentre nella (IT) tigura soltanto quello di fia I,
cerchiamo un metodo " interpolagzione che permetta di utilizzave
insieme i due valovi flay o fla -+ .

Anzitutto cerchiamo la media avitmetica dei due valori appros-

tendo anche questi oomeri essere fra loro son futti distinti. allore si ha:

(0 — (X — ) e (X “,)

, AV Tl gt
Fiey = o —— e

"

sssededo 5ot certo ralove juteriedio bra Xoog. ity e (1,
Stintende che a; si debbi contare # volte, se annulla anche

e By e ROV

)
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- h ’
simati di f(a -+ ﬁ) forniti rispettivamente dalla (I) e dalla (I1). Si ha:

U]l)-}»(’é):éjw(@)+ ( >|_fw a*[f () — fla + )]

"\2 2 8
Dimostriamo che se si assume come valore approssimato di

h
t(d -+ ) questo valore (III), s¢ commetle un errorve della forma:

(IIT) f(a “+ ’ZL) —4 (’—”) = 3’;; - v ).

ove % tndice un certo numero compreso tra a ed a + h.
Consideriamo infatti la frazione

f(a + ’_;) —_— ﬂa—)i’;ﬁi——h' — g f(a) + gf’(a -+ Iy

h-{

3

siccome i suoi due termini si annullano entrambi per h=—=20. essa
¢ uguale al rapporto delle derivate dei snoi due termini, (rispetto
ad h). calcolato in un certo punto intermedio. Il rapporto di codeste
devivate ¢:
1 h 3 N | I,
51 (a + )) — gf’(a—i—h)—-’g [la)+ gf (a + Iy

4h? '

4)

che a sua volta & uguale al vapporto delle derivate. dei suoi due
termini. ealcolato in un punto intermedio. Questo secondo rapporto &:

: W
) f'/(a + g) —fa+I)y+ ; f'ta + Rk
$) <

48R o

Ma per lo sviluppo di TavLor si ha:
h h*
f”(u + )ﬁf”( a+h) — f”’(a + h)+ 3 i)
Y]

dove @ <i<a+h; onde la fl.lLlOll( B¢ =34 - Segue che la

F1v(p . , e
frazione (4) ¢ uguale a t38(4?‘)’ dove a < 1 < %: ¢ &he infine L (3) o

_ e

384 Segue allora che la differenza

4 h 3 ‘ h.‘ (e R
f("'i‘.z)‘—'%(;z)—"j:@'f (3). e d, d.
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3. Esempio. — Per esempio, supponiamo di voler eseguire 1'in-
terpolazione sulla funzione

. L
¥ = = Je—thf,
V"o

che interviene nel calcolo delle probabilith. Poniamo conosciuti i
valori di ©(1.2)=0, 91031 e di O(1, 3)=0, 93401, e di voler cono-
scere il valore di ©(1, 25). Col metodo delle parti proporzionali si
ha per ©(1.25) il valore approssimato 0. 92216, mentre il valore
esatto & 0, 92290. - ‘ :

Ma se conosciamo i valori di

O (x) = ‘—2— e—x*

allora possiamo assumere il valore (III) come valore approssimato
di O(1. 25). Siccome (1, 2)=0, 2673 e O'(1, 3) =0, 2082, si ottiene
dalla (IXI) il valore 0,92290, come si vede. con b cifre decimali
esatte,

4. Valori approssimati di f(»). — Abbiamo mostrato la con-
venienza di servirsi della formola (III), per avere il valore appros-
simato di f(a—t—,; . conoscendo i valori di f(a), fla + k). f'la) e
e + h)

In generale, per avere i valovi approssimati di fla + k), per qua-
lungque k, useremo il metodo sequente d interpolazione: per k niinore

. h o
di ; sostituiremo alla curva y =1(x) la parabola che la tocca nel

punto di ascissa a. e che passa per il punto (III) (vale a dire per il

h
punto che ha per ascissa - e per ordinata il valore (1II)). Invece per

. . h , 3
k maggiore di 3 prenderemo la parabola che tocca lo curve y = f(x)
nel punto di ascissa a +h e che passa parimenti per d punto (III).
Usewmo ciog la formola (approssimata):
fle + K) @ fla) + kf'a) +

i, (@ B) — 4f(a) — 3hf'(a) — hf'a + B)
M ]

(v




uan |‘0 S]. a IC e‘ Ia form Ola
q C < .37 g

f(a + k) % f(a 4+ h) — (h — E)f'ia -+ k) +

4f(a) —4fla + h) + hf (@) + 3hf'(a -+ k) |

™ 4+ (h— k)? - - 5T

: h
.mel caso di k> 5.

Per k.—:f—f le due formole (IV) e (V) si riducono alla (III), che

scriveremo:

h a)+ fla+h
(V1) f((t-i—_;)Q&g ) Sf( ) — f(a+h}
Si vede subito che le due parabole rappresentate dai secondi -

h
membri della (IV) e della (V) si toccano nel punto ,: sicché pos-

siamo dire che veniamo a sostituire alla curva y —f(x) due archi
di parabole, i quali si raccordano alla detta curva mei punti ¢ ¢

h
@ + h, e sono anche raccordate tra loro nel punto a + 3.
2

Riservandoci di mostrare con numerose applicazioni la grande
convenienza di guesto metodo, passiamo a studiare ! errore che =i
commette, quando lo si applica.

5. Valutazione degli errori commessi. — [’ errore conniresso
con la (IV) (d@ffe:ema tra il valore esatto e l’appf ossimato; & della
forma :

1 h
i — gk ( - A)f”’{ ) +

%),

oo o . h v
dmve ¢ indica un certo muwmero compreso tra a e a + 5: €% un nu-
mero compreso tra a ed a -+ h (). ,

Invece Uerrore commesso con la (V) & della formua

1

(V1) (k= 5) -t =Ry + U oy

96 f ('
(Y) Il teorema sussiste .anche se k ¢ < 0; perd allora di & si dovra dirve
che rappresenta un numero < a + 2 Ricordiamo che si usera la (IV) solo

se k & Sg, e la (V) solo se kzl&)



jal

34 BOLLEITINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

’ h .
dove ¢ indica wun certo numero compreso hra a -+ 5 eca+hoello
stesso wumero che figura nella (VIL) *).

Infatti confrontiamo la parabola {IV) {cio¢ rappresentata dal
secondo membro della {(IV)), con la parabola che tocea la curva
)= f(x) nel punto di ascissa « ¢ inoltre la interseca nel punto di

h
ascissa @ -+ 3

5+ Codesta seconda parabola ha per equazione:

. I . I,
f<u -+ 2) — flay — ;f {e1)

(6) k) = fley + kfffa)y + - e g

La differenza dei secondi membri della (IV) o della (6) ¢ della
forma F2ex dove z & un namero che resta fisso. quando restano

. . . . h
fissi a0 ed Je. Per avere il valore di 2 osserviamo che per b=
: cpp . r . .

la suddetta differenza diventa — PR draltronde essa & uguale

‘e / h
a y (—;) - f((( + —,) che a sua volta. per la (LTFy del X. 2. & neuale
e

e 73Ry

fE)N S oha dungue:
_ 2.,
(7) 2= = g [0

{dove T & compreso tra a ed « -+l Segue che in generale la dif-
Ferenza tra il valore (TV) e il valore (6y o

- IS8V

4 8y — ‘I
(] . | R 96 f (<)

D altra parte per il teorema della nota (3 del N. 1. la diffe-

renza tra fla -+ k) e il valove (6) & vuguale o

; L
(8) — 3le(__, , /.4) S N

. It
dove @ <2< a -+ 50 segue che la differenza tea fla 4 k) o il va-

tore (IV).-ossin Lerrore commesso con la (IV) & nguale alla som-
ma (VII). Il primo teorema enunciato ¢ dunque dimostrato.
Analogamente, per il secondo teorema.

) 1 teorema sussiste anche se & & > perd allora di 2 si doven dive

I
che rappresenta un numero > a4
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6. Osservazioni. — Aggiungiamo poche ovvie considerazioni.

é sempre compreso tra

Il valove (IV), per k compreso tra 0 e )l

4 due valori (1) e (11) del N. 1. Altrettanto dicasi del valore (V), per k

’ h
. 3 H
~compreso bra 2 © ho ().

\

Segue che 1" errore commniesso con la (IV), o la (V), & certamente
inferiore (Rumericamente) al maggiore dei due errori commessi con
In (I) e la (IT): anzi sard da aspettarsi generalmente un ervore di
gran lunga minore. B per 'osservazione alla fine del N. 1, si pud
concludere:

In ogni caso, se k ¢ compreso tra 0 e h, e se M indica il mas-

simo valor assoluto di t'"(x) tra.a e a + h, & certo che 1 errore com-
. 2
nesso con la (IV), o con la (V). ¢ wminore di 81 h3. M.

7. Esempi. — 1l metodo d'interpolazione indicato al N. 4, pure
cosl semplice, div in pratica ottimi risultati. Ritormando all esempio
del N.'3, noti i valori di o1, 2), O(1, 3), ©'(1. 2) e 041, 3). si deduce
dalla (TV) per o1, 23) il valore 091806, mentre il suo valore esatto
& 0.91805....

Cost pure. considerata la funzione er, noti i valori:

ed 3 = 9001714 e+ = 9948432,

si ha per e452 dalla (IV) il valore 9275883, mentre il'valore esatto
& 92.758b4...

8. Appll(,azwne al calecolo dei radi nll. — Possiamo ancora
applicare questi metodi di approssimazione. per estrarre le vadiei

pme. Se sioconsidera la funzione ¢ — V.. si ha:
ro_ r» o
., 1 _Ne, , r—10HVa
Y= = Y= e ke
- rx 7
rVa

() Basta osservave infatti che la (IV) da valori sempre maggiori o
h . ' .
sempre minori della (I): che per k*:) a (LV) dav il valore u(’;). medin

aritmetica tra quelll che si deducono dalla (1) e dalla (1), ¢ c¢he infine Ia
parabola (IV) incontra ln parabola (LL) soltaito nel punto di ascissa @ ed in

. . h
un altro punto di ascissa compresa tea o 4~ 5+ h.
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s - .
Supposti conosciuti i valori di YA=a, e di VB=1%. si ha:
h=B—A: ylA)y=—3: yB) =_5;

, .
e allora le (IV) e (V) del N. 4 danno per il valore di \ 4+ F le
formole approssimate seguenti:

\) kEwra+ ka + K
= ny 2AB — A)°
. ‘ } ¢ — ) . - o “ ) ]
) l4b —da— rd rB\’
O B—A—hkb (B—A—kpr
VA+Ekwh— ( = + 5
\ (B— — A
'l-}a_‘lb‘f* A +B \.
. . . . B—A
la prima delle quali & da applicarsi, se k<< ——5—, e la seconda
B A
se k>
—4 o '
Per k= —;— le due formole si riducono alla seguente:
1/A+~B a+b B—A4fa b
©) JA+B ae+b B—Afe b
| -2 9t g \a—B)

ottenuta dalla (VI) del N. 4.
L’ errore commesso con Ia (IV), dato dalla (VII). assume Ia forma

B — 1)@ — 1) | VP (B—AF Br—1) \Z
(10) T {9 ) (B 4 —: k‘)yz ( 8__)—" r ) 14:

.
dove { e n sono certi numeri intermedi; come al N. 5.
. .

£
Siccome nell’intervallo 4, B la quantita \;/7 ¢ evidentemente

,

r o - ! . o
WVYB_ b a o Vi
compresa tra BT = pi» © 43, e siccome parimenti la quantith 7

& o ) (l *, . . .
¢ compresa . fra j: Air si* trovano immediatamente due numeri,

tra i quali sia compreso 1" errove (10).
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Inveee Lerrore commesso con lau (VIIL) dato dalla (VIT) del
N. 5. assume la forma:

3

(h —kp(r — 1)2r—1) L (B—Ay@r—1) \ ¢

(n = 12

(’A B Ay,

8r Uy

E se infine si applica la (9 per avere allora 1" ey

,
U

1'4-+ B

| 2

rore. dato dalla (111) del N. 2, assume la forma:

(B — Ay (r—1)2r — 1)(3r--1)
o3y T i

.l‘(!/».
,N

(12)
In particolare, se ¥ =2, ¢ se inoltre & b=« -+- L. allora essendo
A=a*; B=(a+1)°: I =2a + 1. le. (\'l]l) o (\'Il] ) diventano:

ke )(1 -+ 3) )
20 da(d +1)(20 4-1)2°

(1X) Va4 kv a+

X’ s 1 204+ 1—k (20 +1— k2 (20 — 1)
AX) Vet b oa-e1 = o T ™ TTala - @a 1)

1
la prima delle guali & da applicarsi se EFo <<a “+ 5, ¢ la, seconda

se kB> a—+ 5
Ad esempio. per avere V153, si osservi che V144 =12, ¢ che
V169 = 13: allora si ha: k=153 — 144 =9, e dalla (IX) si deduce:
- 3 729
/153 » 12 = 12.36939.
VIBB o 12 +  — 613,655 12.36939
mentre il valore esatto di \//153 & 12.369316. Abbiamo trovato
4 cifre decimali esatte. cio¢ abbiamo raggiunta wn’ appirossiniazione
migliore di quellu che si ottiene usando tavole di logaritmi a 5 cifre
decimali. Invece mediante interpolazione lineare si ottiene 12,36 ().

729

g N . . . . (=

(!} Non sard inutile osservare che siccome la frazione ——— o — =
16 - 13 . 625

729

= == (000561 ... & minore di 0,01, basta caleolarne o cifre
130000 00561 ¢ minore di 0,01, basta caleolarne due o tre cifre

signifieative (361), perche le ulterjori cifre darebbero un'approssimazione
illusoria. Ora cid pud farsi anche von un regolo calcolatore: sicchd in pra-
tica P'uso di tali formole approssimate richiede poca fatica.
Tale osservazione ha portata generale. poiche nella (IV) Ia somma dei
primi due termini: f(a) + k - f'(a) costituisce @i un primo valore approssi-



38 . BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

9. Continuazione e determinazione approssimata degli errori
commessi. — All'ingrandire di 4, o all’impiccolire di h=B — 4.
gh errori commessi evidentemente diminuiscono. Cosi, per avere
V2, converra partire dai valori a meno di 0,1, ovvero (il che in
fondo @ lo stesso), converrh cercare V200 =10 \/;_". Siccome

14 < \/200 < 15,

si ha allora: k=200 —142=4: | _"9. e dalla (IX) si ha come
ralore approssimato di. V200 (per eccesso) il seguente: '

_ 1 16.31 1 ’
B D I3 - _ i “()D — 215350
(13) V2002 144 0 — =0 g, =14 4 - — 0.000702 = 14.1421550:

onde \"'72’:/_71.414215: mentre il vero valore ¢ V2 = 141421356 ....
Abbiamo trovato coxl 3 cifre decimali esatte di \ 2.

Ma possiamo spingere pitt in liv il caleolo. determinando 1 er-
rore commesso. il quale sard compreso tra i due numeri:

— 0.0000208 ¢ — 0,0000146.

Assumendo come valore approssimato dell errore la media avit-
metica tra questi due. ciod — 0. 0000177, i ha come valore appros-
simato di V200 il seguente:

A\ "()() oo 141421550 — 0.0000177 = 141421373,

donde \ 2 o LHA21573: come =i vede. con errore inferiore a 2.10-7
T™n" approssimazione generalmente migliore si aved nel modo
Pl 124

. It
seouente: considerata la (10), siccome 2 & compreso tra « ed a 4 5

A . .
(su o0k << .)). ¢ 20 compreso tra ¢ ed @ v i asSUmidinog cone ra-

Inre approssimato di 70 4l sequente :
« /b «
A3+4'(33“A3 :

mato di fia + k) (quello ehe siootterrebbe, sostituendo .l”.l curva y = firj
i retta tangente nel punto di aseissa @d: e cosi nella (V) la somma dei
primi due termini da il valore approssimato che si otterrebbe sostitucen-
dovi In retta tangente nel punto di ascissa a -+ I: sieche il terzo termine
dedta (IV). o dalla {V), che & di secondo ordine di piceolezza rispetto al
secondo. potriv ealeolarsi ordinariamente con un regolo ealeolatore.
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e conie valore approssimato di V¢: ¢t il sequente:

1/a b
DAV IIN :1

- (ottenuti interpolando lineai wiente).

Si ha allora, nell’ esempio precedente: V/%: %8 o 0000001724 :
\ 21242 0000000007658, ¢ si ottiene per 1 errore (10) il valore ap-
prossimato: -— 0.00001911. ¢ infine si ha:

\ 2 1,41421359,

con errvore di éirea 31073,

Analogamente, se si considera 1'errore (11).

Considerazioni analoghe si potranno fare in gencrale. quando
sioconoscano, o sia conveniente trovare i valori delle derivate terze
e quarte di fle) nei panti @ ed @ -+ h: allora si potra migliorare
Papprossiuiazione, deterniinando valoré approssimati degli errori com-
neesst con la (1V) e con la (V), per esempio assumemlo come valore
approssimato i 7<) 41 sequente:

1 B
f"(a) “+ 3 ey — )
conte valore approssimato di £v(2) il sequente:
1 ,
50 Y+ £Y(a - h) L

e come valore approssinato di £7(v) il sequente :
11 3 :; 1y ' 11
f ((u+i-:f (@ + )y — f""(a) .

Bari. dicembre 1928.



