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PICCOLE NOTE

Un invariante integrale dell’equazione di Laplace.

Nota di Exrico BoMpriaNi (# Roma).

sunto. - ... osservata Uesistenza di un invariante integrale relativo i
una equazione di LavLace, caratterizza le equazioni aventi lo stesso
invariante. Pit in generale, per due tali equazioni poste in corrispou-
denza che ne conservi i sistemi coniugalti, esiste un invariante integrale
simultaneo (esteso a cirewiti corrvispondenti) di cui si da il signifieatn
geometrico.

1. E ben noto, attraverso gli studi di DarBorX. KoENIuxs.
GUicHARD, (. SEGRE, Tzitzeica e di molti altri. come si colleghi
lo stadio delle equazioni di LAPLACE

o 0

p 0
— a4 —— -4 0-— - Cp=
Ao +a on 'i,‘v -

(n

e quello dei sistemi coniugati (reticoli, réseaunx) sopra nna supei-
ficie. Assunte ad arbitrio # + 1 soluzioni indipendenti della (1)
siano x'(w, v} con ¢ = l.... n + 1, come coordinate proiettive omo-
genee di un punto per una determinata coppia (u, »). al variare
di gnesta il punto descrive una superficie @ sulla quale le lince
w(de==0) ¢ le linee ¢(du = 0).formano un doppio sistema coniugato
(vio® tale che le tangenti alle linee 4, o ¢, nei punti di ana linea .
o risp. w. appartengono ad una sviluppabile ossia inviluppano una
curva o sono le generatrici di un eono).

E insito in questa interpretazione proiettiva della (1) che deb-
bono comsiderarsi come equivalenti alla (1) tutte le equazioni che
si ottengono da essa con le sostituzioni seguenti :

. 3 — ) e’ — a1’ PR '
(2) . o= X, v)x’. w=ou'). v =Y.
A
con i finita e diversa da zero nel campo che si considera o le ¢
e Y invertibili. ma del resto arbitrarie: perche questi mutamenti
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lasciano inalterata sia la superficie &, sia il doppio sistema coniu-
gato su di essa. : R -

Se si operano effettivamente queste sostituziomi si trova che
sono invarianti.per esse le forme associate alla (1)

3) hdudv e kdudv
ove
4) h=a,+ab—c, k=b,+ab—c;

ciod -che indicate con apici le quantity (i‘elative,alla‘(l") trasformata
della (1) si ha ’ )

hdude = Wdw'dv', kdudv = K'dw'dv’.

E viceversa, soddisfatte le (), le (1) e (1’) cui si riferiscono
sono equivalenti, ciod si pud sempre determinare una trasforma-
zione (2) che faccia passare dall’una all’altra.

N Tutto cid & notissimo e da all’interpretazione proiettiva indi-
cata ragion d’essere: della sua opportunita fanno fede i numerosi
risultati, anche puramenfe analitici, ottenuti con questa inter-
pretazione. ' , '

Ma con cid non & esaurita, a mio modo di vedere, I’interpre-
tazione geometrica della (1); cioé non & stabilita 1’equivalenza fra
la (1) ed il modello geometrico scelto. Questo dipende infatti da una
scelta arbitraria di un gruppo dé soluzioni della (1) e- i risultati
che si ottengono operando su di esso porteranno in generale traceia
del gruppo inizialmente scelto; solo quando questa traccia non
esiste il risultato potra enunciarsi relativamente alla (1) (e cioe ai
suoi coefficienti) ‘e non sara relativo al gruppo di soluzioni consi-
derato. In altri termini: due superficie ® e &' trasformate. proiet-
tive una dell altra soddisfano sostanzialmente alla stessa equa-’
zione (1) [eiod2 a meno eventualmente di una sostituzione (2)]; ma
viceversa due superficie ® e @’ soddisfacenti alla stessa equazione
[o a due equivalenti] non sono affatto, in generale, proiettivamente
identiche. Occorre quindi rendersi conto delle relazioni ;geometriche
intercedenti fra due siffatti modelli. Da questa domanda ha avuto
origine la presente Nota. Si trovera.che, oltre le (3), 1a (1) possiede
un tnvariante integrale esteso ad un circuito (chiuso) della super-
ticie; e nasce allora il problema di caratterizzare le coppie di su-
perficie, su cui si corrispondano i sistemi coniugati; soddisfacenti
ad (o integrali di)- equazioni del tipo (1) con gli stessi invarianti
integrali (estesi a circuiti omologhi).

~ Pilt in generale due tali equazioni o superficie hanno un inva- -
viante integrale che si determina come invariante -assoluto di una
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proiettivith individuata da una coppia di circuiti corrispondenti;
il che permette fra Taltro di dare il significato geometrico di
alciine forme normali per una o due equazioni del tipo esaminato.

2, Se si applicano alla (1) le trasformazioni (2), si ottengono per
i coefficienti dell’ equazione trasformata (1') le seguenti espressioni

-, 2log X\ de ;L 2log )\ du
(6} a = ((l‘ —+ _?’U.—> d'i';’ = (’) -+ —a?-;—) El’;l:;'
sicche 1-i:su_1ta !
7 a’de’ + b'du = adv + bdun + dlog ?\.

Se s'integra ad un circuito chiuso comprendente un’ area s di
> regolarith per «, b, log ) si ha

8) §(a’dv’ + Vduw') = (§(a(h‘ + bduwy;

I' espressione ora scritta & quindi un invariante integrale della (1)
rispetto alle trasformazioni (2). ' )

L’ invarianza dell’ espressione (8) risulta anche immediatamente
da quella delle forme associate (8); infatti & invariante la loro
differenza ‘ )

(h — bydudv = (a,, — b )dudv;

se x'integra nel campo ¢ e si passa all’integrale al contorno cor-
rispondente si ha '

19) : JJ‘{I: — k)dudr = §4’adr + bdu) .

[l procedimento prima indicato per mostrarne l'invarianza &
piit semplice perché non occorre procurarsi le trasformate di-a,, ¢ b,.

3. Conseguenza immediata & questa:
- Se I invariante integrale (8) & nullo per qualsiasi circuito chinso
I equazione (1) o il doppio sistema coningato sopra wna superficie ®
integrale di essa & ad invarianti nuguali; e viceversa.

Si ha qui una proprietiv differenziale « in grande » carvattoeri-
stica dei sistemi coniugati ad invarianti uguali. ‘
Altre conseguenze dell’invarianza di (8) sono le seguenti.

Supposto kk =0 (2 inutile considerare 1'ipotesi opposta in cui
I' equazione & integra per quadrature) consideviamo una trasformata
di LAPLACE della (1) o della @; p. es. la trasformata « secondo le
linee 7 ». cioé soddisfatta da B

T, =X, -t ax
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essendo x un integrale qualsiasi della (1). I coefficienti della equa-
zione trasformata sono

o log h
N b=

Gm=a—-

guindi il relativo invariante integrale &

- l .
&(a,dv + hydi)y = &(ad'v —+ bd) — §d g—f h dv.

essendo i due integrali estesi a circuiti omologhi (ciod luoghi di
punti aventi per coordinate le stesse coppie #, #) sulle due super-
ficie trasformate di' LAPLACE & e @,

Condizione mnecessaria e sufficiente per " uguaglianza degli
in ':u'ianti‘}'ntogruli. ostesi a eircuiti omologhi. o

a*log I

cuce

>

=0 ciot I =U(n) 17 c)

Tenuto conto del modo di trasformarsi di It per cambiamenti
dei parametri «, v, in loro funzioni pud farsi h=1. Sjcché: se ¢
solo se gli invarianti integrali relativi ad un’equazione di LaprLacr
e ad una sua (prima) trasformata estesi a cireuiti omologhi sona
uf_ruuli. I"equazione & riducibilo al tipo

it cu

E b — — =0
cltor AN

Ad un tipo pitt particolare. in cui pud firsi b= Uyu)- V (v) — r.
sioarriva se la uguaglianza fra gli invarianti integrali sussiste per
la (1) e per le sue trasformate contigne di LAPLACE, ciot per .
by . \

Si ha cost una caratterizzazione invariante di questi tipi i
equazioni.

Un altro tipo si pud carvatterizzare esigendo 1" uguaglianza degli
invarianti integrali velativi a &, ¢ a ¢_; (ma non a ¢) ciod con Ia
condizione

‘ielog k ilog h ,
§[(ul —~ v 4 (b — b_j)du]l = §( N’; - e — —?—v&_ r’l’) =0,

. 8i ha per ia (1) che pud rendepsi hk == 1.
4. Consideriamo ora’ due equazioni di LavrLack
(1 . £ A, Dy, + cx =10

() Ly = Ly, ik, 4= cx =10,
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¢ due superficie ¢ e @ integrali di esse: si potranno immaginare
sempre le due superficie riferite alla stessa piramide fondamentals.
Fra le due equazioni. o fra le due superficie, si ponga una corri-
spondenza che conservi i loro aiistomi coningati: la corrispondenza
pud esser stabilita dall'uguaglianza delle coppie di valori w. »
[o.dal porre w=23(1), v="42)]; ma se anche c¢idb non fosse I"uso
delle forme associate (e non degli invavianti relativi h. k) ¢ del-
I'invariante integrale ¢i risparmierebbe il cambiamento dei para.
metri #, v in loro funzioni.

Supporreno I'ambiente delle due superficie di dimensione - 5.

e le saperficie ¢ e @ poste in modo che i piani tangenti in punti
£ 1

corrispondenti non s incontrino (il che pud sempre farsi sostituendo
p. es. ad una superficie una sua trasformata proiettiva).

Consideriamo la congruenza di rette congiungenti coppie i
punti corrispondenti come x e x: e chinmiamo per brevith rigate
caratteristiche di essa le rigate contenenti le linee w (vigate u: de = )
o le linee v di @ e di @,

5. Domandiamoci s¢ esistono nella congruenza superficie su
cui le rigate carvatteristiche seghino un doppio sistema coniugato.

Posto 5= gfat. o)’ + o' se si vuol determinave. se & possibile,
¢ in modo che le I risultino integrali di un’equazione del tipo

"10) zm- -+ 7'214 -+ ue’;" -+ YE =0

essendo o e & integrali di (1) e (1). Fatte le sostituzioni nella (10)
si trova: ‘
|— @z + g, + 26)%, + (2 — @y, + (—bs + /_p“ + By, =+ (% — blr, +
4 (v — € F Ay ¥ Bpr + panlre -+ (v — c_)a'—,z 0

che. data 1l'indipendenza dei piani tangenti in x e x. e dovondo
esser identicamente soddisfatta. da

(11) % == a. ‘$=B, ~{=_‘_ (,...&,:Zj_l%).gg_i b__]‘):a_l_:fi

12 Gur + @y + b + (¢ — o)g = 0. )

Le ultime due dellé (11) eéigmm che sia @, — b, =d, — b, ciod

, h—k=h—Fk ‘

[o in forma invariativa, se la corrispondenza
= Yv)

(13) §(adﬁ -+ bdu) = §(;:d3v + hdwy ]:

e data da u =2 (n).

se cid accade la (12) si scrive h=h e per la (13) & k=F.
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Si pud fare allora @ =@, h=1», c=c (p..es. con una oppor-
tuna normalizzazione delle g, , lasciando inalterate le x) e si ha
s == costante del resto qualsiasi. Ciod:

Siano date in Sn. n =5, due superficie ¢ e © possedenti cia-
scuna wn doppio sistema coniugato e una corrispondenza fra esse
che conservi i sistemi coniugati (e i piani tangenti in punti corvi-
spondenti siano indipendenti). Sulla congruenza di rette congiwn- -
genti coppie di punti corrispondenti non esiste in generale alcun’ altra
superficie possedente un doppio sistema coniugato (necessariamente
rviferito « quelli di ® e & da rette della congruenza). Se esiste wna
tal superficie ne esistono oc' e pinteqgiano procefmvamente le gene-
ratrici della con Jruenaa.

Cid avviene se e solo se le superficie © e & di pdrtenza sono
integrali di una stessa equazione di Laplace (o di due equivalentiy,
éuwi soddisfano anche le superficie deternminate.

Il teorema, precedente da quindi il eriterio richiesto per rico-
noscere geometricamente il fatto ora segnalato.

6. L osservazioni ora fatte si collegano ad altre pitt generali.
Consideriamo ancora la congruenza delle congiungenti punti omo-
loghi (come & ¢ &) delle superficie ® o & integrali delle (1) e (1).

Le rigate caratteristiche segano sopra una generica super-
ficie tracciata nella congruenza un doppio sistema o reticolato di
curve #, v che, per quanto 8’¢ visto, non costituiscono un’doppio
sistema comniugato se (1) e (1), come vogliamo supporre, non sono
equivalenti. Una maglia (infinitesima) del reticolato individua
percid un S; (quello di tangenti in punti infinitamente vicini di
una curva v a curve it o vweverm). Se P & il vertice della maglia
appartenente alla generatrice g =xx lo S; relativo non contiene
in generale g: & possibile determinare superficie tali che il detto S,
relativo al suo generico punto P contenga la generatrice g per
exso? Impostata la questione come al n.° precedente deve risultare,
in lnogo della (10, %,, + 23, + 8, combinazione lineare omogenen

di & ex: cid dd x=a. 8=10 e, per determinare s,

- ologe dlog ¢
a—a=—"2" bh—b=--°":
A . i

ciot deviessere h — k="h— k.

Ricordando la forma inv rll‘lrllltl\'d. (ldtd in (13) di questa con-
dizione qunando lu corrlspon(lenm fra ® e @ non sia rappre\entdt.u
dall’ uguaglianza di parametri, si ha: _

Condizione mnecessaria ¢ sufficiente daffinche due equazioni di
Laplace (1) e (1) fra le quali sia posta wna corrispondenza u = o(u),
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v=yv) abbiano uguali gli invarianti integrali estesi « circuiti
corrispondenti

(14 &(adv + bedu) = §)1d(l13 -+ brlae)

& che. prese due qualsiansi superficie & e & integrali di esse sulla
congruenza delle congiungenti si possono trovare (una e quindi
infinite superficic tali che in ogni punto P di una di esse lo 8, con-
tenente la maglia avente vertice in P e formata dalle linee n. v
contenga pure la generatrice per P della congruenza.

Se ¢id accade le oo' superficie costruite punteggiano proiettiva-
mente la congruenza.

In tal caso, fissata per es. la (1). si possono normalizzare le -
in modo che rvisulti ¢ = &, bh=>0: ¢id equivale geometricamente a
far 51 che le superficie trovate siano rappresentate da ¢ == costante,

7. Nel caso generale, cioé in eui gli invarianti integrali vife-
renti a civeniti omologhi di (1) ¢ (1) non siano uguali, non esistono
superficie aventi la proprieti voluta: ma la congruenza delle rette
congiungenti coppie di punti corrispondenti da luogo ancora u
configurazioni geometriche interessanti.

" Si faceia per brevith di discorso. ¢ com' & sempre possibile.
==t r==0r in punti cor: vispondenti ¢ si consideri su ¢ o & una
maglia infinitesima [avente per vertiei (w, v). (10 -+ du, v), (. v+ dv).
(e 4. v - de)] o le rette congiungenti vertici corrispondenti.
Queste quattro rette (infinitamente vicine) determinano. poiché
appartengono ad un S, una varieth algebriea del 3° ordine T3
luogo dei piani ad esse appoggiate: e questi, com’® noto. punteg-
giano proiettivamente quelle generatrici. A ciascuna generatrice
della congruenza rimane quindi associata una V3 ¢ ad ogni suo
punto un piano. :

Consideriamo una rigata carattervistica. p. es. ¢ = cost.. od un
punto P di essa: il piano relativo a I’ taglin la generatrice infi-
nitamente vicina in un punto P’: a partire da questo si ripeta la
stessa costruzione e cost via: =i avrd sulla rigata una ben deter-
minata curva passante per P. Al variare di P sulla generatrice
cui appartiene si hanno sulla rigata ~! curve punteggianti proiet-
tivamente le sue generatriei. Se poi si varia la rigata, si hanno ~?
curve distribuite sulle rigate v = cost.; ¢ un analogo sistema i ~c*
curve 'si ha sulle rigate caratteristiche # = cost. Cerchiamone le
quuazlom dlfferpnnah.

Se := px + z descrive una di queste curve sopra una riguta
v:oost. la tangente (£, %,) deve stare in uno S, con le generatrici
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della congruenza corrlspondentl ai valori (u,. v+4dv) e (v -+ du,
v+ dv) cioé# anche i punti %, %, x + xdv, x + zdv. x, + x,,dv,
x, -+ x,,idv devono stare in uno §,. Tenuto conto delle espressioni
di x,,. ®,. questa condizione si traduce nell'altra

(13) pulp=" -0

che & Pequazione differenziale cercata delle linee definite sulle
rigate v = cost.

Analogamente si ha 1’ equazione differenziale delle linee defi-
nite sulle rigate % — cost. .

(16) L elp=a—a.

Chiamiamo linee caratteristiche della congruenza quelle del
doppio sistema oc? ora introdotto. Risulta:

Condizione necessaria e sufficiente affinché le o* linee carat-
teristiche dei due sistemi si possono distribuire sopra oc! super-
Ticie (o, in altri termini, affinché gli oc? piani delle oc? V,;® asso-
ciate alla congruenza siano tangentl ad oc! superficie) & che.
forma invariantiva, risulti

(14) §(adr + bdu)=§(c—u15 v by,

Indipendentemente da quest’ ultima condizione. ¢ riferite le (1)
e (1) alle stesse variabili #, v, le (15) e (16) ci danno il significate
geometrico di alcune normalizzazioni. Se- si normalizzano le x»
“{o le «: basta uno dei due sistemi) in modo che « =a le curve
caratteristiche sulle rigate v = cost. hanno per equazione p = cost.;
analogamente s’interpreta la normahzzazmn? per cui b=5. Non
esiste una normalizzazione per cui ¢ =a e b = b se non & soddi-
sfatta 1'ultima condizione.

8. Le considerazioni fatte c¢i mostrano che due equazioni (1)
e (1) poste in qualsiasi corrispondenza u = g(u). v = 4(v) hanno un
invariante integrale simultaneo

(17) (§(adv -+ bdu)— §((—ldv + bdu);

o in termini geometrici Lhe data una corrispondenza fra due super-
ficie ® e ¢ che conservi i loro sistemi coniugati Ta congruenza
delle congiungenti- coppie di punti corrispondenti ha I'invariante
precedonte. I1 suo annullarsi & gik stato caratterizzato geometri-
vamente, Vogliamo trovarne il mgmﬁcato anche’ quando non sia
nullo. Facciamo, come si pud, #=—=wu, v =7
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Consideriamo percid una curva € tracciata su ¢ (o su w) e
sia’ «f1. v) un suo punto, e P = ¢,% -+ un punto della generatrice
della congruenza per esso. Se dal punto x(u. v} passiamo al punto
wl -+ die. v+ do) su € spostiamo- P facendogli descrivere un ele-
mento di curva caratteristica da (. v) a (w + du, v) ¢ poi un altro
olemento di curva caratteristica da (4. o) a (u + du. v) e poi un altro
vlemento di caratteristica da (u + du. v} a (u -+ du. v + doy; si arri-
veri ad un punto P’ = g'af{u + du, v + dov) + x (1 4+ du. v + dvy per
il quale. a norma delle (13) e (16) &

¢ — oot 1 (@ — a)dv + (b — bydu ..
Cost operando ad ogni curva € tracciata su @ corrisponde. sulla
rigata della congruenza contenente € una ben determinata curva
passante per un punto P inizialmente fissato su di essa. '
R0 @ ¢ chiusa. quando il punto variabile su di essa ritorna al
punto |di partenza. il punto mobile sull’ altra cnrva non ritorna
alla posizione iniziale P ma ad una nuova posizione P = x + 2.
sulla stossa genervatrice per P tale che

log s 0= §;1 - ade - (h — bydw ;.

Questo & il logarvitmo del birapporto dei punti PyI° ¢ dei punti
sove la loro congiungente incontra ¢ e & ; esso non dipende affatto
dalla posizione iniziale P ¢ nemmeno dalla generatrice che si con-
sidera. purché incidente €. Se ne conclude:

Un circwito chinso su ® (o il corrispondente su ) individua su
ciascuna generatrice della congruenza che lo incontri wna proietti-
tivita. il cui invarviante assoluto. indipendente dallu  generatrice
(e dipendente soltanto dal circuito; vale

td
§: (a—a)dv4=(h—hid |.
&

E cost pienamente determinato il significato proiettivo dell’ in-
variante in esame.

9. Ne risulta in particolare il significato dell’invariante inte-
grale (8) relativo ad una equazione (1). Bastera associare ad essa,

Py

come equaziome (1), la x,,=0; e poich® & in nostro avbitrio il
modello geometrico ¢ di questa.,rkpossiamo sceglierlo nel modo piit
semplice prendendo come immagini delle linee # e v due fasei di
vette in un medesimo piano. Al risultato pud darsi allora la forma
seguente: ' :

Data una superficie © integrale di (1), si rappresentino le linee
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del doppio sistema conéugato (u==cost. e v ==cost.) su due fasci di
rette, e si consideri come prima’ la congruenza delle congiungenti
coppie di punti corrispondenti. Un circuito chiuso del piano deter-
mina, su qualunque gemeratrice della rigata della congruenza che
lo contiene, una proiettivita che ha per logarvito dell’ invariante as-
soluto Uinvariante integrale (8). ]

E forse interessante notare che alla condizione. (14) pud darsi
un aspetto topologico: essa & soddisfatta se e solo se ad un civeuito
chiuso su ¢ (o su ®) corrispondono (nel senso fissato al n. 8) cir-
cuiti chiusi sulla rigata della congruenza che lo contienec

Un altro significato geometrico dell’invariante (8) risulta in
modo evidente per quaito s'& detto dall associare alla {1) come
equazione (1) la sua equazione agginnta.

Rowa, novembre 192%.



