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PICCOLE NOTE 17

Nuova generalizzazione del teorema di Féjer 
sulle serie di Fourier.

Nota di Mauro Bicone (a Napoli).

Sunto. - Nella sola ipotesi della sommabilità lebesghiana di una funzione 
reale f(x) si stabiliscono nuove limitazioni per gli estremi dell' inter
vallo di indeterminazione del procedimento di sommazione di Féjer 
della serie di Fourier della f(x). Se ne deduce, per esempio, che in un 
punto in cui f(x) è divergente positivamente V insieme delle somme 
parziali della serie di Fourier della f(x) non è superiormente limitato.

La funzione reale f(x) della variabile reale x sia definita ind
i' intervallo (0, 2z) e vi sia sommabile. Per ogni valore di x esi
stono un determinato numero intiero v (positivo, negativo o nullo) 
ed un determinato valore x* dell’ intervallo (0, 2n) aperto a destra, 
per i quali si ha

x = xf ;
ponendo 

F(x) — f(æ').

si viene a definire sull’intiero asse reale una funzione F(n), perio
dica e di periodo 2z, che diremo dedotta dalla f(x) periodandola. 
Porremo :

f(x) co D 4-2 (a* cos à 4- bK sen kx), 
1

n—1
sn(x) — 4-2 (cik COS kx 4- bA sen kx),

w k-1

«.„(») = («1 4- S2 4- .... 4- s,,)/ n,

lim' s„(a:) — s'Iìc), lim" s„(a:) — s'»,
H ► OO . H—+OQ

lim' — <j-’(x]. lim" \in{x) — \>"(x} (‘|.
n —► <x> n —► oo

P) Seguendo le notazioni del mio libro '.Lezioni d Analisi in fin desinai le 
[Circolo matematico di Catania, Catania (R. Università), vol. I] indico con 
lim' o lim" rispettivamente il minimo e il massimo limite.
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ha, com’ è noto e facile /vedere,Si

(1)

(2)
o
277

0
as-4-71

1 fr-
2nr. J LJ

sen2 [w(# —oc)/2] 
sen2[(^— oc)/2] '

1 — cos [n(x — a)] A
1 —cos(rr —a) à —

2tt

e, comunque si fissi una quantità positiva -h

(3) lim ( 1 fsen2[n(a;— a)/2] 
» — oo \2w~ J sen2 [(a; — oc) / 2]

œ

1 f sen2 [n(æ — oc) /2] __1
2nr.j sen2 s(a?— oc)/2] fx 2'

1. Ciò posto, si può immediata mente dimostrare il teorema :
I. Comunque si definisca una funzione f(x) sommabile nel- 

V intervallo (0, 2n) e comunque si scelga un insieme N di punti deb 
l'asse x, di misura nulla, detto CN l'insieme complementare di A’ 
gli estremi ^'(x) e »x"(x) dell'intervallo di indeterminazione del pro
cedimento di sommazione di Féjer della serie di Fourier della ffx). 
sono sempre compresi fra i limiti (finiti o infiniti).

lim, fW + f(2x,-x) (bu CAy (bu C'A').
' —► 2 a?—*-.r « -

per ogni punto x0 interno all'intervallo (0, 2z), e fra i limiti

,f(x)-+-f(2~— x) , n „ f(x) -4- f{2r.—x} . . n__.Imi ----—'-J--------- - (su CA). Imi ìL- CL--------- ' Isu CA ),
r —► 0 2 »>0 2

per entrambi gli estremi 0 e 2z.
Il teorema sarà completamente dimostrato se. considerando la

0) Cfr. le generali considerazioni che trovansi al riguardo nella mia 
Memoria : Sui metodi di sommazione delle serie [« Annali di matematica pura 
<‘d applicata ». tomo II della serie IV (19241925), pp. 263-295]. 
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finizione F{x). dedotta dalla f\x] periodandola, faremo vedere «die 
per ogni plinto xQ dell'asse x si ha:

i, F{x} * F(2x(ì—x} • «
Imi 9 {su 6\V|^/(.r((‘.,r—» -
"i I- // F{x\ F(2x„—x] r, p. < li in - ------J—li__ (su (A ).

Limitandoci a considerai*«* il minimo limit«* di F(.r)-+- F[2x0—.»3, 
basterà stabilii*«*, suppostolo div«*rso da —oc. che. comunque si fissi 
un numero finito X verificante la relazioni*

(4) À < lini' |F\x} -+- F(2x0 — .r)| (su LXV).
.»* —♦ ,T0

si ha sempre

(•”’) 2 <

In virtù (lidia (4) si può trovare un numero positivo ?(<!”) tali* 
che riesca

X < F(x) -+- F(2.r0— x}. p«*r x in CX e per 0 <; x — x0 | C 7> 

se m* tra«*, dalla (2).

donde., ove si tenga conto della (3). passando al limite per )/ — 
si d«*d u(*e la (5).

2. Il teorema dimostrato che. ovviamente. contiene comi* caso 
particolare il classico teorema di Fé.jer I1). ha. ove si tenga conto 
dell«* (1). i seguenti corollarii.

Pi Nel periodo fra l’invio del manoscritte di «piosta nota e il ricevi
mento dello bozze è apparsa la magistral«* «»pera «li Toxelli sull«* Seri** tri- 
fonometriche nella quale, a pag. 173, trovasi già una generalizzazione del 
teorema di Fkjer, dello st«*sso tipo di quella fornita «lai teorema del test«», 
in questa contenuta.
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II. La serie di Fourier della f(x), sommata al modo di Féjer.
ha sempre una somma determinata di valore -+- oo (di valore — œ - 
anche in ogni punto x0 dell'intervallo (0, 2u) ove f(x) è divergente 
positivamente (negativamente) e in ogni punto x0 ove f(x) è divergente 
positivamente (negativamente) a destra o a sinistra ed è limitata in
feriormente (superiormente) in un intorno sinistro o destro del detto 
punto s*). \

III. La serie di Fourier della f(x) non è mai convergente, al
modo ordinario, in ognuno dei punti x0 considerati nel teorema pre
cedente, e precisamente Vinsieme delle somme parziali s., vi ha
per estremo superiore -h oo (per estremo inferiore —oca

IV. Se in un plinto x0 dell"intervallo (0. 2~) la serie di Fou
rier della f(x). sommata al modo ordinario, ha una determinata 
somma (finita o infinita), questa, comunque si scelga l'insieme V di 
misura nulla. riesce sempre compresa fra le quantità

lira'

3. Xaturalrnentc*. (‘on analoga dimostrazione, lo stesso relazioni 
stabilite dal teorema I si trovano per gli estremi dell’intervallo 
<1* indeterminazione del procedimento di sommazione di Poisson 
della serie di PorniEK. dati dai limiti

p'(x) = lim' ì 2r
I 1 f 1 — 5-

I ?------ .> -y—' / x eh. 0 < o < 1.J Ir.J1 1 e- 5- — 2c eos (7. — j) '
p'\x) = lim" ’ " 

laddove* (cfr. la mia c itata .Memoria sui metodi di sommazione dolle* 
se rie) si ha sempre

pV*‘ì < p”(œ) <£ s'W

E mi è sommamente grato poter dire che alla rapida analisi 
qui compiuta mi è venuto fatto di pensare nell’esame della tesi di 
laurea assegnata ad un mio scolaro per un nuovo studio dell’inte« 
graie* di Poisson, svolta sotto la direzione del Prof. Cacitoppoll

Napoli, li ô novembre 1928, anno VII.

p) Qui, naturalmente, per intorbo destro del punto 2n intendo un in
torno destro del punto zero e* per intorno sinistro di questo i.n intorno 
sinistro del primo.


