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. PICCOLE NOTE 17

Nuova generalizzazione del teorema dj Féjer
sulle serie di Fonrier.

Nota di MAURO PicoNE (a Napoli),

Sunto. - Nella sola ipotesi della sommnabilita lebesghiana di wna funzione
reale f(x) si stabiliscono nuove limitazioni per gli estremi dell’ inter
vallo i indeterminazione del procedimento di somunazione i Féjer
della serie di Fowrier della f(x). Se ne deduce, per eseinpio. che in nn
punto i cui f(x) é divergente positivamente U irisieme delle somuie
parziali della serie di Fourier della £(x) non é superiormente limitato.

La funzione reale f(x) della variabile reale ax sia definita nel-
l'intervallo (0, 2n) e vi sia sommabile. Per ogni valore di a esi-
stono un determinato numero intiero v (positivo, negativo o nullo)
ed un -determinato valore ' dell’ intervallo (0, 2x) aperto a destra.
per i yuali si ha

=2z +x';
. ponendo

Flae) = f('),

si viene a definire sull’intiero asse-reale una funzione F(x), perio-
dica e di periodo 2=, che diremo dedotta dalla f(x) periodandola.

Porremo:

o0
a, .
flx) » 5 + El(ak cos kx + by, sen kx),
= k=1

n—1
8, (x) = % +Z (@, cos kx + by, sen kzx).
" 2 &

(@) = (8, + 8y + .. + 8,) /%,

Vi

lim’ 8,(x) = &'{x), lim" s,(x) = 8"(w),

00 H —r 00
Clim’ (@) = w(@®), lim” g, (x)=u"(x) ()
1L —e 00

i — 00

(!) Seguendo le notazioni del mio libro :-Lezioni d’ Analisi infinitesimaly
[Circolo matematico di Catania, Catanin (R. Universita), vol. I] indico con
lim' o lim” rispettivamente il minimo ¢ il massimo limite.
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Si ha, com’® noto e facile .vedere,

(1) S’(W) < v(@) < ve) = 87(@) ().
2) vol®) = 2mjf( %) - C(Z,SOEZ o ::;)] o =
—cos[n@—a]

2nij — cos (r — «) dn =

r sen®{n(xr — )/ z]

= opn J[F(“) + F(2x — =)] mqenz[(x D721
e, comunque si fissi una guantita positiva (<< =)

) i (L [z )t

ne—eoo\20w ) sen?[{x — %)/ 2]
&L

ey
1 y sen? [n(x — %)/ 2]
=) sen?[(x — =)/2]

A

1. Cid posto, si pud immediatamente dimostrare il teorema:
I. Comungue si definisca una funzione f(x) sonvmabile wnel.
U intervallo (0, 27) e comungue si scelga un insieme N di punti del.
Uasse x, di misura nulla, detto CN 1 insieme complementare di N,
gli estremi n'(x) e w'(x) dell intervallo di indeterminazione del pro-
cedimento di sommazione di Féjer della serie di Fourier della f(x).
sono sempre comprest fra ¢ limiti (finiti o infiniti).

lim’ 1) + 2, — @) (su CN), lim”!? fa) + ﬂ))xo ) (su CN),

S e—y 2 &L Ly -
ber ogni punto x, interno all’ intervallo (0, 2%), e fra i limiti
D
lim’ f(w) + ﬂa x) (su CN¥). lim”1X f(x) + ﬂ ( <t CN),
t—e 0 X — 0 2

ver entrambi gli estremi 0 e 2w,
Il teorema sard completamente dimostrato se, considerando la

1') Cir. le generali considerazioni che trovansi al riguardo nella mia
memoria: Sui metodi di sommazione delle serie [« Annali di matematica pura
ed applicata ». tomo II della serie IV (1924-1925), pp. 263-295].
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funzione Fe) dedotta dalla ftor) periodandola. faremo vedere che
per ogni punto z, dell’ asse » si ha: '
F(r) - e F(Z./('O — x)

D) ” {:
. Fir) +- F{2x, —
g).”(.r(,)g lim” _,! ,’J)Lﬁ._._ )

& — iy

Hm’

o —

(".\') 5 :’-l""ul'

(su ('.N).

Limitandoci a considerare il minimo timite di Fer) + F2r, —.r),
hasterit stabilire, suppostolo diverso da — oc. che. comungue si fissi
un nunero finito 4 verificante la relazione

4 ‘ Ao lim’ [Fiey + F(2e, — r)} (su CN).
hav sempre B
) o S (x).
In vivtic delia (4) si pud trovave un numero positivo s(<{ =) tale
che riesea
< Ky Fi2e,— ). per e in ON o por 0 << p— g |

so ne trae, dalla (2).

okt
- . sen’ ]N(.lo— /)/‘)l '
- 2y e _
.’,."’n'—-—.)"_J |Fi)+ Fi2we, - %) w||~|11 T 2 ol 4 .
o+"' J
, sen®ntr, ——/P/)]
+ ‘)”_J [F{) + Fi2w, - )] = w“,“ v 22 .
a3
. J‘(,jl-'r l )J 2=
N L T i . :
= = ) Sen? [— ..] " 2= svil’r(c“‘-'—.’ﬂ)e‘ fiz)
0

W

dondes ove sitenga conto della (3). passando al limite per y—-cc,
si deduee la (5).

H teorema dimostrato che, ovviamente, confiene come case
particolare il classico teorema di Frinr (), ha. ove si tenga conte
delle (1) i seguenti covollarii.

) Nel periodo fra Pinvio del manoscritto di questa nota o il ricevi-
mento delle bozze ¢ appavsa la magistrale opera di Toxknnr sulle Serie fri-
yonometriche nella quale, o pag, 178, trovasi giit una generalizzazione del
teorema di FRIER, dello stesso tipo di queila fornita dal teorema del testo,

in questa contenuta.
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IL. La serie di Fourier della f(x). sommata al modo di Fq;er
ha sempre una somma determm_ata di valore +‘o<> (di valoye — oz
anche in ogni punto X, dell intervallo (0, 2w) ove f(x) & divergente
positivamente (negativamente) e in ogni punto X, ove f(x) & divergente
positivamente (negativamente) a destira o o sinistra ed & limitata in-
feriormente (superiornente) in wn intorno snnsfro o destro del detto
punto (}). )

I11. La serie di Fowrier della f(x) non & mai convergente, «l
uodo ordinario, in ognuno dei punti x, considerati nel teorema pre-
cedente, e precisamente Uinsieme delle somme parziali =, ~,. ... vi ha
per estremo superiore —+ oo (per estremo inferiore — o<,

IV. Se in un punto x, dell intervallo (0. 2=) la serie di Fou-
vier delle f(x). sommata al modo ordinario, ha wna determinata
somn (finite o infinita), questa, comunque si scelga Uinsieme N i
nmiisura nulla, riesce sempre compresa fra Ie‘q'll(mf'i/(‘(

lim’ f.‘.(l/’!:,__.lg').'.a.:o.:f.' (su C'N). |||n”f_“i’___’;1:()?.£“:£' {

-y = ey

N,

3. Naturalmente. con analoga dimostrazione, le stesse relazioni
stabilite dal teorema 1 =i trovano per gli estremi dell’intervallo
d’indeterminazione del procedimento di somm:vmno di Pm\w\'
della serie di FoUvrier. dati dai limiti

plloe) =lim’ | 25
aad 17, . 1—22
g e B eon(n ) P V<E<t
Pp(a) = Hm” R ‘ '

[

laddove (cfr. 1n mia citata Momoria sui metodi di sommazione delle
serie) si ha sempre

8'e) K pllae) < plle) <8

E mi & sommamente grato poter dire che alla rapida analisi
qui compiuta mi & venuto fatto di pensare nell’ esame della tesi di
laurea assegnata ad un mio scolaro per un nuovo studio dell’inte.
grale di PoIssoN. svolta sotto la direzione del Prof. Caccropporr.

1

Napoli. 1i -5 n'f_iuembre 1928, anno VII.

1) Qui, naturalmente, per intorno destro del punto 2x intendo un in-
torno destro del punto zero e per intorno sinistro di queste un intorno
sinistro del primo.

”~



