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Sul raggio di convergenza di certe serie di Taylor.

Nota di Giuseppe Vitali (a Padova).

Sunto. - In questa Nota VA. trova delle condizioni per una trascendente

di genere zero g(zY sufficienti per concludere che la serie -uidnLz11 ha
1

il suo raggio di convergenza eguale a 1.

1. Sia
a1 4- a2 -r- a3 -+-....

una serie assolutamente convergente a termini costanti complessi.
Indichiamo con xJÒ e con :±0H il modulo e l’argomento di ai/t 

ISi può sempre supporre che sia 0
Per l’ipotesi fatta la serie

*1 "+- 4- xa 4- ....

è convergente, e noi indicheremo con ? la sua somma, con la 
somma dei suoi primi n termini e con zn il resto corri spenden te*, 
cosicché sia œ = .

Si avrà allora
(1) . lime,, = 0.

Il prodotto infinito

11.114- «,§) 
1

è per ogni valore complesso di z assolutamente convergente, e. per 



PICCOLE NOTE H

tutti i valori di s che hanno modulo non superiore ad un numero 
finito fisso reale e >0, uniformemente convergente, e quindi la

g(z) — n,.(l 4- arz} 
i

è una funzione analitica regolare in tutti i punti del piano com­
plesso situati a distanza finita.

Essa è una trascendente intera di genere zero. Viceversa ogni 
trascendente intera di genere zero, all’infuori di un fattore co­
stante*. può essere ottenuta in tal modo.

2. S<* n e* un intero > 0, indico con (rtl la radice n-‘aa aritme­
tica elei modulo di g{n). e per ogni intere) 0 indico con Lh il 
limite* superiore (ledi* aggregate)

La successienie
L3,....

e'* tale* peu- cui

e quindi ammette* un limite L che sarà il suo limite? inferiore.
Sia ììi un numero intero >0. ed indichiamo con per ogni 

intero n > 0. la radice H-esima aritmetica del modulo di

il -+- 4- a2n)(l 4- a3n) ....il -+-

e? ceni Qtn la radice* ir-esima aritmetica del modulo di

li, il 4- arn}. 
m e 1

Essende)

11 4- arn !<1 + x,.h ' 
si ha subite)

<?„(«) < e?"!-

Inoltre. essendo. come* e'* noto,
1

lini il 4- =1.

sarà
lini P,n{n} — 1,

e quindi esisterà un tale che per ogni n>ti0 si abbia
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Ma

dunque per n>nQ è

Per tali n è 

e quindi è
ni -+- 1 t--------- e

—J5"’ 
nr

M

L 1CP«

" ni

Questo per qualunque m, e poiché, per la (1).

lim
tn + 1

m

L<1.

3. Consideriamo i 0n che sono < £, e supponiamo che siano 

quelli che corrispondono ai valori

(2) nlt n2, Az....
dell'indice n.

Noi diremo che la g(s) soddisfa alla condizione A se gli indici (2) 
sono in numero finito, oppure se il prodotto infinito

(3) sen 6„ 1 . sen 0»2 • sen 0„.. ....

è assolutamente convergente Ç).

p) Si verifica facilmente che questa condiziono è soddisfatta so con­
verge la serie

Infatti, essendo
1 (n a \ n a

o quindi
„1/^ A \ > ^ â

Sen ^\2~Ö*r* 
la serio

1/ \ °°r / \lKen2 §(§ — M "“Sr 1 ~ C0S (i ~ — S<'" fl"’ >

1 " z 1 J- ' 1

<- eonvorgente, e quindi il prodotto [3] è assolutamente convergente.
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Supposto che la </(#) soddisfi alla condizione A, i fattori 1 -t- arn 
che corrispondono a valori di r diversi dai valori 12) sono in mo- 
diilo > t qualunque? sia n, ed i rimanenti fattori sono tali che qua­
lunque sia n si ha

1 -H ((„. n I > sen O,, .

Conseguo che per ogni intero „ >> 0 è
j

dove* b è il valore del prodotto (3).
Ma

1

lini bH = 1.

dunque* è L :> 1.
Combinando questo risultato con quello trovato alla fine del 

n.° 2. si conclude* che
L — 1.

Ora il raggio di convergenza della serie

(4)
1

è l'inverso di L. e quindi si può concludere col teorema:
Se è una trascendente intera di genere zero < he* soddisfa 

alla condizione* A. la serie (4) ha raggio di convergenza 1.

4. Imaginiamo. il che si può sempre supporre, che sia

Jì 7 3

Noi diremo che la <M| soddisfa alla condizione B. se esiste* un 
num« ro reah* s > 0. corrispondentemente al quale esista una su<- 
cessione crescente di numeri interi

(w) Fx < f2 < f3 < ....

tali che per ogni i esista un intero w, per cui

Hi • Xr. — 1 > 1 — Hi • > £.

È evidente* che* se sussiste la condizione* B si dovrà avere

1-i-s 
ni >------- .Or.

e che quindi percorrendo la successione degli h; si troveranno degli 
interi grandi quanto si vuole.
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5. Supposto che esista la condizione B, per ogni r 4- 1 si 
nvrà

1 — n^r > e, 
ed inoltre

11 — Aà I > 1 —- njx,. —------------------>
! 1 1 t>-

1 — n,a,.

> ____-____ __-__ —
1 4- kn,a,. “

clove k = 1 ; £.
Per ogni r<r/, si ha poi

I 1 — n,a,. I > H^a,. — 1> n^r. — 1 > 1 — w, • > e >

>erka^-.

In conclusion^ per ogni i e per qualunque r si ha

il — Hid,. >e 1 '.

Ciò premesso, e ripigliando le notazioni introdotte al n.° 2, si lia

Q,„(w7) > e“*'1"1

lini PTO(Wf) = 1.

e quindi per i abbastanza grande

, m — 1 
p (it ) > —-------•

cosicché per i abbastanza grande

da cui consegue che

Ma m può essere preso qualunque, e col tendere di m all’oo. 
il secondo membro della precedente disuguaglianza tende ad 1. 
quindi

L> 1.

Ma sappiamo che, anche senza la condizione B. è

L <1.

dunque è lj=z 1. p si può concludere col teorema:
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Se g(z) è una trascendente intera di genere sero, che soddisfa 
alla condizione jB, la serie (4) ha raggio di convergenza 1.

6. La condizione B contiene la condizione apparentemente
meno restrittiva 7

1 — E - 1-F£
—— > % >-------- ,

condizione che contiene la disuguaglianza

(5)
OCfyt»! arz-

2e . •
dove 7) = j---- -, e può essere piccolo quanto si vuole, purché s sia

sufficientemente piccolo.
La (5) sarebbe la condizione che io avrei suggerito al Miniati 

per segnargli una via facile nelle sue ricerche p), ma la redazione 
della nota sua alla quale mi riferisco, e che fu pubblicata nel 1926, 
noù è stata vista da me che in questi ultimi giorni, malgrado che 
in essa si parli di un accurato esame da parte mia.

7. Diremo che la g(s) soddisfa alla condizione C quando esiste 
un numero reale § >» 0 a cui corrisponda una successione (w) per 
cui valgano le (5).

Io dico che se la g(s) soddisfa la condizione C, soddisfa anche 
la condizione B. ;

Infatti, se si pone
8 = q;(4’4-*j), -

si ha
14-7) = (14-3e);(1 — e),

e la (5) dà
v (1 6)«^ (1 4- .

Ma si può trovare un iQ per cui per Ogni i > i0 sia ar. < e e 
per tali i si ha

(1 £)oCr; > (1 4- E 4- y,r. 4- 0trz4 1)arz4-l. 
ossia

ocri ■+■ 0C--4-1 > (2 4- ar. 4- ocr..f i)ar.4 1 4- s(ocr. 4- ar.+i)

(9 8. Minetti, Sul raggio di convergenza degli sviluppi tayloriani 
Sanzn ove a,» ----- g(n) per n intero positivo con g(z) trascendente intera. [« ftend. 
della B. Accademia dei Lincei », 1926, serie 6, vol. II, fase. 12, pp. 723-731].
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e dividendo per ocri4-x,/,-i

/ 2

A maggior ragione indicando con u, la parte intera di

2 
-------------- 4-1, 
Xp. 4- OC,..,4

sarà
1 — p7x,z-+-i>s •

ed inoltre
'>

da cui
— 1 1 —il.

e quindi esiste un numero reale e .> 0 a cui corrisponde una suc­
cessione

?o * - • d’o-+-4........

tale che per ogni r? di questa successione si abbia un intero . 
per cui

"r'Xp. — 1 > 1 'U/Xp., 1 > L.

e la soddisfa alla condizione K
Allora il teorema del n." 5 può essere sostituito dal seguente 

teorema :
Se g(z) è una trascendente intera di genere zero, die soddisfa 

alla condizione C. la serie (4) ha raggio di convergenza 1,

8. Si potrebbe ritenere che la condizione C non sia una con­
dizione restrittiva, e che essa sia conseguenza della convergenza 
della serie

71 ~+~ Z2 Xg 4“..........

ma si vede che ciò non è considerando La serie convergente

s
1

1
h ??2

in < ni il rapporto di un termine al seguente tende ad 1 e quindi 
non può esistere una infinità di questi rapporti che restino >14- •<, 
con 7) numero reale fisso e > 0.


