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Alcune proprietà delle déformait» per flessione delle falde 
dell*evoluta di una superficie ir.

Nola di IfouEirro Occhipinti (a Palermo).

Nel presente lavoro dimostro alcune proprietà, che credo non 
note, delle superficie (li rotazione applicabili sulle falde dell* evo­
luta di una superficie di Weingarten. e delle loro deformate.

1. Dalle espressioni degli elementi lineari delle due falde I1):

2 /• '''■

(1) o'.s-j' 1 - dr/2 -I- r ’ '1 "■* - de *.

(2) d.s\. - _ dr./ I- c ‘ ' - '!dr

ponendo, con \Veinga rten :

. r} = 0(7.) •— j.O'pz).

risulta:
dò*!2 — 7.?0"*(7.)d7? - l 0'd ‘zld//2

d.s22 0/'(7.)d'z’ 4- *z?d

1 dentificando questi elementi lineari con quello

dò-2 — : 1 -t- Hr) dr- c r

di una superficie di rotazione di cui z — /tri e il profilo, cambi,., 
remo dapprima h e r in cd hr (/.’ ed b costanti) e poi porremo 
semplicemente :

r = A-0'(z) j r = /n.

z-h"-<zlà- -- ; 1 F f'V» ! ' O's(zk/-z'-= 1

(*) V. Bianchi. Lezioni Lconiefrm differcnzitth1. 1“ vo|„ pnu. .>S|. 
lln rdiz. (ti)H2). Pisa. Spoerri. <thii si mantengono compì..tannano ),? „Un­
zioni del Bianchi.
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Dunque le equazioni parametriche dei profili r e l\ delle su­
perficie di rotazione applicabili sulle falde dell’evoluta di una W 
sono :

( ,r= ArO'(a)(3) ) 1 _ ______
( y** —F0"(x)dx

( r= li7.
(4) '

[ Z —tf yo'?(a)— h'2(h-.

2. Una prima osservazione suggerita da queste formule è la 
k

seguente: Mutando x in j O'(x) le (4) diventano:

r — A’O'(x), # — J J O'^D^x)] — Z’50"(x)dx

e coincidono con le (3) se la funzione O'(x) soddisfa alla condizione: 

0TO]=t«:

allora le curve V e 1\ coincidono.
Supponendo, per semplicità. h — k=l. deve essere:

O'[O'(x)].= x 
quindi

Oz(x) = x: 
oppure

Ö'W = ;
o finalmente :

O'(x) = c — x (c costante).

Nel primo caso i raggi principali dell’evolvente sono

x* x~
r1 = — 4- c', r2 = 4- c' (c' costante)

sicché l’evolvente ha costante la somma dei raggi principali; nel 
secondo caso abbiamo: <

rx — c log x + c' — c, r2 — c log x 4- c', 

e l’evolvente ha costante la differenza dei raggi principali ; nel 
terzo caso porremo, trascurando, per semplicità, la costante d’inte­
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grazione, {ciò che equivale a sostituire alla superficie una parallela)

ù(7.)^rz - ty.

< j li i n<l i 

e la relazione tra i raggi prinl ipali è la seguente: O', -i- rj- 2r2rl . 
Queste superficie hanno <1 un<|ti«* < ostant«' il segmento terzo propor­
zionale fra la distanza del centro (\ di «-arvatnra in P al simme­
trico dell'altro contro rispetto a P. <‘d il raggio r. .

TZ elemento lineari* sferico è:

(hi; (Ir2 (In2 (Ir2 
ds ' — - 4- -, ~ -,--------------- ,

7.' 0 (*z) 7.' (r— 7.)'

sicché i coefficienti e. g della terza forma fondamentale verificano 
la relazione semplicissima:

1 1 1-----H--------— c.
V’ A .'/

Le dne fald<* dell* «‘volata sono applicabili sella superficie «li 
rotazione di profilo:

s —J \ |c — — 1 dr

cioè la curva integrai«1 dell'iperbole equilatera z2z=z{c — r)2 1.

3. Indicando con 3 e % gli angoli delle tangenti ai profili <3) e |4j 
in due punti P e Pì corrispondenti (cioè relativi agli stessi valori 
di u e r, quindi di a) con V asse r si ha :

Segue, come è ben naturale, che:
It segmento di tangente compreso fra il punto di contatto e l'asse, 

è uguale, per le due curve, alla distanza dei centri di curvatura del­
l’evolvente nel corrispondente punto.

Il prodotto dei raggi dei paralleli, essendo h/.7.^(7.). vediamo eh«». 
a meno del fattore costante hk, è uguale alla distanza dei centri di 
curvatura dell evolvente.



194 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

dunque:
È costante il prodotto delle proiezioni, sulle tangenti, dei raggi 

dei paralleli.
I raggi di curvatura di V e 1\ in P e in Pj sono dati, coinè 

si calcola facilmente da:

Le proiezioni. sulle tangenti, dei raggi dei paralleli sono:

K------ , h~ —,—-,
a ’ O'(x>

(5) p_yä°" V*4— eB— k

0'3\ 0'3—
(6) J* ! “TT);1 Idi'

mentre per i segmenti di normale P' ed P/ compresi fra i punti 
P e Pj e F asse, si ha :

Eliminando (a) tra (5) e (7), si ha una relazioni» fra P ed P' e 
similmente, eliminando a tra (6) ed (8) si ha una relazione tra P, 
ed P/. Dunque:

Le superficie di rotazione cui sono applicabili le falde dell'evo­
luta di una W, sono pure superfìcie W.

Deduciamo inoltre, in armonia col teorema d i Halfhen :

PPT^P/ — (r2 — r,)4.

Conducendo pei centri di curvatura in P e Pj le parallele alle 
tangenti, poi proiettando sulle tangenti i corrispondenti segmenti 
di ascisse in PE e PjP,, si ha :

PP-PF^^-r^.
Cioè:

Il prodotto delle proiezioni, sulle tangenti, dei segmenti delle 
ascisse compresi nelle striscio determinate dalle tangenti e dalle pa­
rallele a queste dai centri di curvatura, è uguale al quadrato della 
distanza dei centri di curvatura dell’evolvente.

Proiettando sulle tangenti le proiezioni dei segmenti PE e P1E1 
sui raggi dei paralleli, troviamo che il prodotto di dette proiezioni 
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î» costante od eguale al prodotto delle proiezioni, sulle tangenti. «pq 
raggi (l<»i paralleli.

4. Dalle espressioni (Il e (2) degli (»lomenti lineari dello falde 
dell' «»voltila di una W deduciamo die le funzioni caratteristiche 

e di Wein« i a UTEN che danno lo strisciamento delle l'aldo in 
si» stesso, sono, in -baso ad un notissimo teorema I1). «lato da:

/.

log (/,/.-)

Derivando, per

di

cioè :

quindi: .2 t). - costa ilio.

Pertanto : E eoslonte il prodotto dello fon'ioni di W'einporten 
depli .striscio utenti delle fobie del!' erottilo di uno \V in se. Allora, 
se 0t o ù, sono lo corrispondenti soluzioni dell«* equazioni di La- 
place associato allo assintòticho poi- la 1;' o 2“ faida dell’evoluta, 
si hanno, come è noto, lo relazioni:

essendo /Vj e /v2 lo curvature delle due falde dell'evoJuta della ir. 
Moltiplic ando risulta :

ma. pel teorema di Halphen. KxK., ^

Û/J. = «■(»•, — I-,). t<^ costante).

(l) V. Bianchi, loc. vit.. 2" voi., pag. (»0.
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Pertanto: Se 0r - la soluzione -particolare dell'equazióne di La­
place, che dà lo strisciamento della prima falda dell'eroiuta in sè. 

quella corrispondente per l'altra falda è proporzionale ad *'*

5. Supponiamo che una falda dell’evoluta sia applicabile sulla 
superficie rotonda che ha per meridiano la curva integrale dell'ellisse

di cui Fasse di rotazione (asse 3) sia un asse di simmetria: allora 
le (4) danno: r = h*<

“ j Vet2 — hV. dx = j Vò'*(x)—’/?dx

da cui:
O'(x) = £-V(l Tb2)a^b2hV

e le (3) ci danno, per la curva meridiana dell'altra falda:

r = ~\ (1 -+- b2}a2 — Irh-j2,

0 = a J*‘V — k2 (f y V (1 ■+■ k2)a2 — b'h2?.2 • ih.

dalle quali segue:

s = «*—fes dr,

cioè :
f 1 ■-+- &2) — k-h-lr ; a^~ , 

S-J I---------- sw----------Pw

E, se è possibile determinare h e A*, che‘sono arbitrarie, in modo 
che risulti :

a2 
hW>2~ a2 ’

quest’ ultima si riduce a

e coincide col meridiano della superficie di rotazione cui è appi* 
cabile la prima falda.
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Ora si vedo subito rhe è possibile soddisfare alle (5) e pi) vin­
colando le (‘ostanti li e /. alla sola condizione

1 ìunqiie r Se. una falda dell'ecolata di mia W è applicabile sulla 
superficie di rotazione che ha per meridiano la carra inteijrale di 
mi'ellisse di cui l'asse di rotazione sìa mi asse di simmetria, l'altra 
falda sarà-applicabile sulla stessa superficie rotonda.

La relazione tra i raggi principali dell'evolvente si trova os­
servando che

r2 — 0(a) = j \ (1 + - b'ìd^dz =z j \ /?| - ?.‘dz.

Ne segue la relazione cercata:

(S) c(r2 — rj -- sin c(r» -»- rj.

Possiamo disporre della costante Ä* in modo
plicità. /r(1 -»-0*1=1, allora sarà, per la (7):

quindi

sicché.

h __ "A l i Ir 
b

1 f
------ Al — *Mzo J

ponendo

risulta

u(l-»-7?) 1
z — suit, ----- ,2o c

poi

cioè:

t sint cost 
r„ -_z

c

— 0(z)—zO'(z),

t — sint cost

1/ evolvente appartiene dunque alla classe di superficie N de. 
terminala- dal Weixgahten con la sua nuova equazione di appli­
cabilità, e della quale .Dahboi’X ha dato l'elegantissima rost raziono 
geometrica.

Possiamo dire così: Le deformate per flessione delle superficie 
rotonde, che hanno per meridiani le carré inletjruli dell'ellisse di 
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cui l’assedi rotazione è un asse di simmetria, sfato falde di eroi ale 
delle W tra i cui raggi intercede la (8|. Esse sono anche deformate 
del paraboloide rotondo di profilo r2 —• 2zi.

Quest’ultima conclusione risulta subito supponendo che 1'ellisse 
si riduca al cerchio nullo z* r r2 ™ 0.

1/ elemento lineare sferico delle superficie (8) è:

du* 
ds'2 = —

dr- da2 
sin2 / î

dr*

, COS'/
C'

perciò della forma:
da2 dr2

sin2 / 1 cos2/*

le linee a = cost, v ~ cost, hanno cioè costante la somma e la dif­
ferenza delle distanze geodetiche a due curve fi ss«' non geodetica­
mente parallele, e / è l'angolo di questo curve (ellissi ed iperboli 
geodetiche).

31 a t ha un altro significato geometrico, che andremo a mo­
strare calcolando, con le formule generali, i coefficienti If. If" 
della seconda forma fondamentale della falda S} di evoluta.

Si ha allora :

4 cosM et — — sin2 / et
1 c2 sin2/ fé* 1 cost ir'

sicché 1* equazione delle assintotiche di Sì è:

4 (‘os4 / du2— sin1 / de2 = 0.

cioè:

(9) " e2du2 — g2dv2 = (1 : 

questa è, sulla sfera di Gauss. F equazione delle immagini sferiche 
delle linee dell* evolvente, che corrispondono alle assintotiche del­
l' evoluta, e la tangente dell'angolo con le line«' v è data da:

1 g dr
I e du

c I z e- — cotg /.
2 I g

sicché t è F angolo delle immagini sferiche delle linee che sull' evol­
vente. corrispondono alle assintotiche dell'evoluta, con le linee di 
curvatura di un sistema. La (9) mostra subito poi che le assinto­
tiche delle due falde dell'evoluta corrispondono (Darboitx) a quelle 
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lineo dell' evolvente le <‘iii immagini sferiche sono lo traiettorie 
ortogonali delle geodetiche che-corrispondono alle rette

2 2
v -f- - u — costante, v — - u " costante c c

del piano rappresentativo.

G. Cambiando nelle formulo del numero precedente la costante a 
in ìa. vigliamo che se una falda dell'evoluta di una W è applica­
bile sulla superficie rotonda di meridiano

b f----- -----
z - I \ a2 -f- r2 dr

integrale di un' iperbole, l’altra falda sarà applicabile sulla stessa 
superficie.

Allora india relazione (8) tra i raggi principali■ dell* evolvente, 
la costante .

__ 2h
c U{1 e Tr)

è un immaginario puro, sicché la relazione, liberata dall* immagi­
nario. si scrive così:

NO» qU’z — rj — she^r., i rj

essendo ora c, una costante reale.
■Dunque: Le deformate per flessione dette superfìcie rotonde che 

hanno per profili te curve Integrali dell' iperbato, sono falde di ero- 
tute dette superfìcie W tra i cui raggi principali, intercede la

In particolare, supponendo che l'iperbole si riduca alla .coppia di 
rette z2—r2 — 0, vediamo che le superficie in discorso sono pure le 
evolventi delle deformate del paraboloide rotondo di profilo r2 = 2.3.

Possiamo dunque dire così: Le deformate per flessione del pa­
raboloide rotondo di profilo r2 = 2z. sono falde di evolute delle super­
fìcie W tra i cui raggi principali intercede la (10).

L'elemento lineare sferico delle superficie di questa classe è 
dato da * v 

essendo
’ o _____ -- __ ___

o'ix) —-j— x5 = 7 V*2 — 1. 
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sicché, ponendo a = chi, sarà: O'(a) — ~ shf e si noti che -- è reale 

essendo c un immaginario puro. Dunque» F (demento sferico è della 
forma :

diP dvl

Le linee -5 — cost, v =c cost hanno ora (»ostanti? la somma e la 
differenza delle distanze geodetiche a dm» curve immaginario f isso. 
Calcolando i coefficienti I)/'della seconda forala fonda monta lo 
della falda Sì di evoluta, si trova:

_  p O 5 / . _ O
D1 = —- - 7)/' = — \ (i " c/r /

1 c ev 1 c re

sicché V equazione delle assintotiche di >S\ é

4 
edn2 r/2dr2 = 0.

Sulla sfera di Gauss, questa rappresenta lo immagini sferiche dello 
linee dell’evolvente che corrispondono alle assintotiche dell'evo­
luta. Le traiettorie ortogonali sono le linee di equazione

4
-j à2 -u dr2 = 0,C2 

cioè le rette
2/ 2/

r u — u — costante, r — w=. costantec c

del piano rappresentativo.
Per costruire tutte le superficie della classo (10) basta, secondo 

Dabboux. pigliare i punti di mezzo dei segmenti, che uniscono un 
punto di una curva F immaginaria a torsione immaginaria pura 
costante con un punto della curva immaginaria coniugata di 1 . 
S'intende che per avere punti reali della superficie, bisogna accop­
piare punti delle due curve, corrispondenti' a valori immaginari 
coniugati dei rispettivi parametri.

Palermo, ottobre 1928.


