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PICCOLE NOTE. ‘ 1

Aleune proprieta delle deformate per flessione delle falde
dell’ evoluta di una superficie W,

Nota di Roperto Ocenpixes (o Palermol

Nel presemte lavoro dimostro aleune proprieti. che eredo non
note, delle superficie di rotazione applicabiti salle falde dell"ovo.
Fata i una superficie di WEiNxcantes. ¢ delle loro deformate,

1. Dalle espressioni dogli elementi’ lineari delle due falide 1y

N AR

al dsPozde o=t Do e,
Sl

1) R e Y A A ol

ponendo. con WEINGARTEN: _
. vozm 0l = 0iz) - 30w
risultu:

119,

ds® == 2307 2 - 0 d o
ds,® == 0730l - 22,

ldentificando questi elementi fineari con queflo
ds*oz= 0 U= f"5ey  di? - dus

di una superficie di votazione doeni 2= firy ¢ il profijo, cianhie.
vemo dappring e eoin ke od o ik ed e costanti) o i

Porremo
semplicemente:
== K02} _ j =l
20 d 2 =z - ! A V0 == e oy dye,

() V. Baxent. Lezione di Geometria differcnzigle. 19 vy,
L ediz. (1902), Pisa. Spoerri. Qui s manengone completimeny,. i
zioni del Brasem, '

pite, 2N,

o nofa-
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Dungque le equazioni. parametriche dei profili 1" e 1°, delle su-
perficie di rotaziqne applicabili sulle falde dell’evoluta di una 1 .
sono:

3 S = Eki'(x
’ ( z—_/\/:r—k 0"(x) dx
n ‘ r= T
‘ | 2= fV0¥{z)= hidx

2. TTna prima osservazione suggerita da queste formule ¢ la

: k
seguente: Mutando z in ; 0/(x) le (4) diventano:
Z h ‘

» = k{2, z—“ 0”[0{7]—/ 2)dlx
e coincidono con le (3) se la funzione 6(z) soddisfa alla condizione:
00 ()] =5, =2

allora le curve I' e I} coincidono.
Supponendo. per semplicith, it =k = 1. deve essere:

00 ()] = %

quindi
O'(z) = =:
oppure
, c
M2y = .
o finalmente:
Vx)y=c— = (¢ costante).

Nel primo caso i raggi principali dell’evolvente sono

2 % 2

x- ’ 7 7
r=—ge, =y e (¢’ costante)

sicché P’evolvente ha costante la somma dei raggi principali; nel
secondo caso abbiamo: . :
ry=clogx+¢ —c r,=clogx+¢,

¢ evolvente ha costante la differenza dei raggi principali; nel
terzo caso porremo, trascurando, per semplicitd, la costante d’inte-
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. LR . . . N
grazione, (¢iv che equivale a sostituire ala superficie nna paratlela)

22
UTPA) €%y
quindi
7(2¢ )
. Y, —
2 51

o la relazione tra i raggi prineipali ¢ In seguente: () - r =20ty
Queste superlicie hanno dungue costante il seemento terzo propor-
zionale fra la distanza del centro ) di corvaturn in 2 al sinme-
trico dell”altro centro rispetto o P0oed il raggio .

T/ elemento lineare sferico o '

1572 du? dr? du* dr?
ds’* =~ P e
A 0H72(2) 7* (e — zy?

sicehe 1 coefficienti e, g della terza forma fondamentale verificano
la relazione semplicissima:

Le due falde dell’ evoluta sono applicabili sulla superficie di
rotazione di profilo:

2 :./'\ fe— ) — 1dr

cio® la curva integrale delliperbole eguilateria 22 =(c — »)* - 1.

3. Indicando con % ¢ 4, gli angoli delle tangenti ai profili (3)e (4)
in due punti P e P, corrispondenti (ciod¢ relativi agli stessi valori
di w e 2, quindi di ») con 1'asse » si ha:

Y ':"‘_"‘_.3
e o= V=

¢
t}’ V = l)l i II

Segue, come & ben natarale. che:

It seqmento di tangente compreso frra il punto di comtatto e 'asse,
e uguale, per le dute curve, alla distanza dei centri di cooreatura del-
I evolvente nel corrispondente punto.

11 prodotto dei raggi dei paralleli. essendo Tekz02). vidiamo che.
a eno del fattore costante hk, ¢ wquale alla distanza dei centri di
curvatura dell’ evolvente. '
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Le proiezioni, sulle tangenti, dei raggi deéi paralleli sono:

.2 0'(x) . *
k* lrm,
dunque:
E costante il prodotio delle proiezioni, sulle tangenti, dei ragyi
dei paralleli. o g
I raggi di curvatura di I'e I', in P ¢ in P, sono dati. come
si calcola facilmente da:
(5) R—= 1_0‘*\; —k

, 0\ TR
(6) Ry= Y

mentre per i segmenti di normale R’ ed R, vompresi fra i punti
P e P, e Vasse,si ha:

(7) R=——

2 ) o Jp—

Eliminando (z) tra (5) e (7). si ha una relazione fra Roed R o
similmente, eliminando x tra (6) ed (8) si ha una relazione tra R,
ed R,. Duanque:

Le superficie di votazione cui sono applicabili le falde dell evo-
luta di una W, sono pure superficic W.

Deduciamo inoltre, in armonia col teorema di HALPHEN:

RR'RR, = (r, — ).

Conducendo pei centri di- carvatura in P e P, le parallele alle
tangenti, poi proiettando sulle tangenti i corrispondenti segmenti
¢i ascisse in PE e P\E,, si ha: '

PE.P.E, = (r,—7,)%
Cioé: o .
Il prodotto delle proiezioni, sulle tangenti, dei segmenti delle
ascisse compresi nelle striscie determinale dalle tangenti e dalle pa-
rallele « queste dai centri di curvalura, é uguale al quadrato della
distanza dei centri di cnrvatura dell’ evolvente.

- Proiettando sulle tangenti le proiezioni dei segmenti PE e P\E,
sui ragei dei paralleli, troviamo che il prodotto di dette proiezioni
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Pertanto: Se 0, ¢ la soluzjone particolare dell’ equazione di La-
place, che da lo sh‘zscmmmr{o della prima falda dell’ vz'oluia in sé.

queella corrispondente per Ualtra falda ¢ proporzionale ad :, 2
1

5. Supponiamo che una falda dell’evoluta sia applicabile sulla
superficie rotonda che ha per meridiano la curva integrale dell’eHisse

b,
2= -\ a° 2
z a\a ‘ i

di cui 1"asse di rotazione (.lsw 2) sin un asse di simmetria: allora
le (4) damno: » =T,

bl
”J\ @ — It dx*J\/O”(x) hdx

da cui:
, e,
(%) = h\f (1 + b%)a? — b2

e le (8) ci dinmo, per la curva meridiana dell’ altra falda:

kh
r=-V(1+ b — b,

J\/w — \/ (1402 e — D22 -
dalle quali segue:

2= |\ 22 k2 di,

o=t

E, se & possibile determinare k e k. che sono arbitrarie, in modo
che rvisulti: ’

cioé:

a?
I U ARACE

- a’(1 + b3 — k2
) A =
a? b*

(©) Wb T

quest’ultima si riduce a
‘ b —_
— Vai— *2dr
a

¢ coincide col meridiano della superficie di rotazione cui © appli-
cabile la prima falda.
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Ora si vede subito che & possibile soddisfare alle (3) « (6) vine-
colundo le costanti e ¢ k alla sole condizione '

- A _u
(7 : lllz__h

Dungne s Sewna falda dell’ evoluta di wna W & applicabile sulla
superficie di rotuzione che I per meridiano lu curea integrale di
wiellisse di e 1 asse di votazione sia un asse. di simmetria. Ualtra
falda sara applicabile sullu stessa superficie rotonda.

[at relazione tra i ragei principali dell’evolvente si trova os-
servando che

r, = () = J\ = b8 — B erat s = NE J\, [ T

Possiamo disporre della costante & in modo che visulti. per sem-
plicitie At - 0 =1, adlora sarvi, per la (7):

= (!\ 1
h

quindi
(4(1 t 0 ¢

sicehé, ponendo

% == sint, 5T ¢
risulta:
. f +- sint cost
o= ¢
poi
Py = 0(z%) — 20'(z),
cioe:

t — sint cost
¢

=

Ne segue la relazione cercata:
(8) c(ry — ) == sin ¢(wy -+ ).

12 evolvente appartiene dunque alla elasse di superficie W de.
terminata dal WEINGARTEN con la sua nuova equazione di appli-
sbiliti, ¢ della quale Darsorx ha dato elegantissima costrnzione
geometrica.

Possiamo dire cosi: Le clr'[m mate per flessione delle supervficie
rotonde, che hanno per meridiani le curee ivlegrali dell ellisse dq
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ent Uasse di rolazione é 1w asse di sinunetria. sono fulde di erolute
delle W. tra @ cui raggi micrcellc la (B). Esse sono anche deformate

del paraboloide rotondo di profilo v* = 2zi.
Quest’ultima conelusione risulta subito supponendo che 1" ellisse

.

si riduea al cerchio nullo 2° -+ #* =0,
I elemento lineave sferico delle superficie (8) ¢

I du? de? et dr®
(S * == — -+ ¢ o -4 ——
22 0% (%) sintt 1

\ L, contt
(

pereio della forma:
‘ du? de®

. - :
sin*t 0 costt

le linee o == cost. © == cost. hanno ciod costante la somma ¢ la dif-
ferenza delle distanze geodetiche a-due curve fisse non goodetica-
mente parallele, e £ & Iangolo di queste curve (ellissi ed iperboli
geodetiche),

Ma ¢ ha un altro si‘«_»'nif'i('nto ;:umm‘trim. che andremo a mo-
strare caleolando. con le formule generalis i cocfficienti Do D"
della seconda forma fondamentate della falda S, di evoluta,

S8i ha allora:

4 (1)\3)‘# D sintf of

Dy — - - M e ——
Vet sintf e’ 1 cost i

sicehe Uequazione delle assintotiche di S|

4
pr: costidu?— sint fde? =0,

2

¢
(h [ et — grder =0:

questa o, sulla sfera di Gavss, I'egquazione delle immagini sfeviehe
delle linee dell” evolvente. che corrispondono alle assintotiche del-
I'evoluta. e Ia tangente dell’angolo con le linee ¢ & data da:

sicehis ¢ & Pangolo delle immagini sferiche delle linee che sull’evol-
. vente, corrispondono alle assintotiche dell’evoluta, con le linee di
curvatura di un sistema. La (9) mostra subito poi che le assinto-
tiche delle due falde dell’evoluta (‘orrhpmulono {DarBotx) a yuelle
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linee dell’ evolvente le eui immagini sferiche sono le trajottorie
ortogonali delle geodetiche ¢he corvispondono alle rotte

5 - 5]
v+ c w = costante,  » — . == costante

del piano rappresentativo.

6. Cambiando netle formule del numero precedente ta costante o
in da. vediamo che se una falda dell evolutiao di una W & applica-
bile sulla superficie rotonda di meridiano

,' : Ty T o
zz= - AN a0 dr
"

integrate di un’iperbole. altra falda saed applicabile sulla stessa
superficie,
Allora nella relazione (8) trai vagei principali- dell evolvente,
la costante .
20

= e
ofl -+ by

oum immaginario puro. sicchd Lo relazione, liborata dall immagi-

nario. si serive cosi:
{1y efr, — ry)y=sher, v )

essendo ora ¢, una costante reale,

Dunque: Le deformate per flessione delle superficie votoude che
Iano per profili le cuwrve inteqrali dell ipevhole, sono fulde di ero-
lute delle superficie W tra i cwi vagyi principali. intercede la (10)

In particolare, supponendo che Iiperbole si riduea allacoppia di
rette 2@ — 1r* =0, vediamo che le superficie in discorso sono pure le
ovolventi delle deformate del paraboloide rotondo di profilo % == 2z.

Possiamo dunqgue dire cosi: Le deformate per flessione del pu-
raboloide rotondo di profilo v® = 2z. sono fulde di evoliute delle supei-
ficie W tra i cui raggi principali intercede la (10).

L’ elemento lineare sferico delle superficie di questa classe &
A

dato da

. du? de? |
ds’*= ", —+ ;-
% 0%(x)
essendo
2 20
2= -\ 1—2=— Vai— 1.
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: o o
; 2i , , 2i
sicché. ponendo x == cht, sard: 0'(z) = - sht ¢ si noti che -~ O reale

essendo ¢ un immaginario puro. Dunque I’ elemento sferico ¢ della
forma:
duw’ dv?
11 ds?= - + .
(1) ch*t =~ sh*t

Le linee 1 = cost, 2 == cost hanno ora costante la somma ¢ la
differenza delle distanze geodetiche a due curve immaginarvie fisse,
Caleolando i coefficienti D,, D,” della seconda im'm.l fondamentale
della falda S, di evoluta, si trova:

[ —— h’f~— )”:._\q 2 ot
sicche 1V equazione delle assintotiche di S,
4,0,
ed® 4- ot grde=0.

Sulla sfera di Garss. questa rappresenta le immagini sferiche delje
liiee dell’ evolvente che corrispondono alle assintotiche dell’evo-
luta. Le traiettorie ortogonali sono le linee di equazione

4
= die? - de* =0,
c

ciod le vette
27 24
v+ - 1 = costante, v — c 1t = costante

del piano rappresentativo.

Per costruirve tutte le superficie della classe (10) basta, sccondo ”
Dagrpotrx, pigliave i punti di mezzo dei segmenti, che uniscono un
punto di una curva I' immaginaria a torsione immaginaria pura
costante con un punto della curva I’} immaginaria coningata di 17
S'intende che per avere punti reali della superficie, bisogna accop-
piare punti delle due curve, corrispondenti a valori immaginavi
coniugati dei rispetfivi parametri.

Palerno, ottobre 1928.



