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Alcuni risultati di Geometria proiettivo-differenziale.
Nota di Enea Bortolotti (a Bologna).

1. I risultati che esporrò in questa Nota si riferiscono allo studio 
delle equazioni fondamentali per una ipersuperficie in pro­
iettivo f)

(1) VpÄ = 4- a^X 4- viX= hx 4- m\xv (*)
/ à \ \
x\ = T— ; à, u, v, T, w, a = 1, 2,..., n

\ ì

e delle relative condizioni d'integrabilità. Precisamente, io qui con­
duco lo studiò di tali condizioni (studio che t svilupperò in iriodo
più completo in un prossimo lavoro) pel caso n > 2 fino alla de­
terminazione (nJ 2, 3) di espressioni abbastanza semplici dei coef­
ficienti |x, m/ per ed (che finora mancavano) ; pel caso 
n~ 2, fino a stabilire (n.° 4) una relazione, assai semplice e (a mio 
parere) notevole, tra gli invarianti di 1°, 2°, 3° e 4° ordine dell’ele­

mento lineare proiettivo (F3 = a^du7-du^duv, = a^du7 dtw).
£ L

Tale relazione, che finora non era stata osservata, è condizione ne­
cessaria per l’effettiva esistenza di una superficie di eleménto li­
neare proiettivo assegnato. È interessante la relazione in cui questa 
condizione [(18) del n.° 4] sta con quella [(21) del n.° 5] che Radon 
ha indicato come condizione necessaria e sufficiente perchè esista 
una superficie, per la quale due date forme (apolari) #Ä, F3 siano 
le forme fondamentali di una geometria affine.

(’) Ved. Tubini e Cech, Geometria proiettiva differenziale, Bologna, 
Zanichelli, (1926-27), pp. 79, 81, 3351 (Citerò d’ora innanzi quest’opera con 
le iniziali G. P. D.). Le notazioni qui usate sono quelle di Tubini e Cech, 
fatta eccezione per alcune che sono esplicitamente indicate, e inoltre pel sim­
bolo della derivazione covariante a F.2=^a^du^clu^ (^ secondo Schot ten) 
e pel modo d’indicare le componenti dei tensori misti (ad es. ecc.).

(') Cfr. Cech, Courbes tracées sur une surface dans V espace projectif I. 
(« Publications de la Tac. des Sciences de l’ITniv. Masaryk », Brno, (1924), 
n.° 46). A pag. 14 di questa Memoria il Cech dà le equazioni fondamen­
tali sotto un’ altra forma, facendovi figurare il punto y = X 4- g (J 4- K)x 
(della quadrica di Lie) al luogo di X : ciò è vantaggioso specialmente se 
le x sono coordinate normali di Tubini. Ma è forse preferibile la (1) per 
lo studio delle condizioni di integrabilità.
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Della condizione sopra accennata dò svariate forme: segnalo 
particolarmente l’estrema semplicità della (30).

2. Le condizioni d’integrabilità delle (1) si otterranno (dimi­
nando mediante le (1) stessa le derivate y[}x^ v>.X lia:

pi v4ttz/æv 4-p;.[Kx) — -e- a-^X p-^x) =

y[f.(hx 4- mix*,) — xAlaX 4- iiii/x^ I ~ 0,

ove è il tensore di Rlemann-Christoffel per F2.
Fatte le eliminazioni ora dette, eguagliando poi i coefficienti 

di x-, X, x nei dee membri di ciascuna delle equazioni che così 
si ottengono, si ha, posto

Vi/G.o’— V'db.a' •+■ uX'uX' :
G) -+- (.t'.'zPy.n — = Amiù- .

iöj = «z Ja — -t- (ly.^p^, — (p^'p^.
Hb — VidHàr.» = «7.p.L — ^ZaL -+- — (tyf/lll^,,

i7) V'iL — vzL) — — //c.u.Pvm).

, . n(2w3 — 5h 4- 3) ...... . ,
Le (4) sono----------------------- relazioni indipendenti : le (o) e così

1 //. w2(n—1) 1 - (F\le (b) sono in numero di  . le (e) sono ! , i : per lì =. 2 si 

hanno così, in tutto, 8 condizioni alle quali i coefficienti delle (1) 
debbono soddisfare (3).

Per n > 2, le (6) si possono ottenere come conseguenze delle (5) 
e delle identità di Bianchi per la derivazione covariante v> ib-

Dalle (5) ricaviamo, anzitutto, le espressioni delle per le 
«ZtM «zp* Pi.ix- Basta moltiplicare1 per e sommare: si ha subito

(n — IjL, — 4- -

Questa formula se n = 2 equivale alla (7) pag. 338 di Cech 
(G. P. D.), che però ha forma meno semplice1.

(3) s’intende: oltre alle condizioni di simmetria poi tensori rqa.
Plp.’ 0 di apolar ità di a,o di pZ|l ad a-^.

(4) Cfr. Schouten, Der Hicci-Kalkiil (Berlin, Springer, 1924). p. 140 e 
Beiiwald, nelle Vorlesungen über Differentialgeometrie. Il, Af/ine Differen­
tialgeometrie di Blaschke, (Berlin, Springer. 1923), p. 172. Pitoin d‘ ora in 
poi con A. D. quest’ ultima opera.
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Sia ora K la curvatura riemanniana inedia di Ft, onde

(9) -, — n(n — 1)jK = B == aw^QT = aMTa?-iAÄQ|J,XT ;
posto
(10) Jf=— n(n — 1)J = ap-TVaiiTV =

si ha dalle (4):
(11) ar= — n(J Ur).

Ciò premesso, dalle (4) stesse ricaviamo

j H(tW-X|x PXp) *+~ -KT),
( (n — 2)(m;.|t + px|Jt) = 2(7?;.^ -+- aj.<'”'aMV|1) na^.J -+- K).

3. Occorre qui, manifestamente, distinguere i casi in cui è 
n > 2, oppure n = 2.

Se n > 2, dalle (12) possiamo ricavare le espressioni sia delle 
PXp. che delle :

1
1 PXp. — — - Vc-J^Xp. 4~

(13) j 1
/ W - - vwaj.|\” 4-

_ 2 ax «<dv|j.) ^727 2 + A)’

^2 C®Xp.-+- -4- ^72 A)*

Sostituendo nelle (8), si avranno anche le Zw espresse per le 
ß’Xp? $X[XV‘

Ecco dunque stabilite, pel caso n~> 2, le effettive espressioni 
di tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali (1) per quelli 
delle due forme Ft, Fz; quanto abbiamo esposto finora ci dà an­
che, espressa in una forma più esplicita di quella usuale, la dimo­
strazione della indeformabilità proiettiva delle ipersuperficie non 
sviluppabili di Sm (m > 3).

4. Sia invece n~ 2 : al quale caso ci limiteremo d? ora in poi. 
Allora le (12) si riducono a:

(14) — «xP(J K}.

D’altra parte le (5). (6) dànno

(15) ft^VpCPXw °4- MXq) = 2vw(J" -4- K) -4- aj (m(XV Ppv)*

Se poniamo

(16) 2 Ta — — Vw(J 4- JQ — V i>.Vt
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le (15), in forza delle (14), assumeranno la forma seguente:

(17) :z=: Ao.*

Il tensore To dei secondi membri, dato dalle (16), dipende sol­
tanto dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo. Orbene : le 
condizioni di integrabilità delle (17), cioè delle equivalenti

(f ^*) ■ ^/.iiAo ^XtoTp,

si riducono a una sola:

(18) a'^T- = 0.

Cioè, se indichiamo con T il vettore della metrica asintotica 
che hale To come componenti covarianti, e con div l’operatore à'- 
vergenza in tale metrica,
(18*) div T = 0.

La (18), o (18*), è condizione necessaria perchè esista una su­
perficie di S3 proiettivo di cui == F3 = a^dtPdwdu''
siano le due forme fondamentali (di Fubini).

Geometricamente, la (18) esprime che la congruenza formata 
dalle rette che dai punti x della superficie proiettano i punti

X k^T^xi (k = cost.)

è coniugata alla superficie.

5. Tra breve indicheremo altre forme sotto cui può essere 
posta la relazione (18). Ma premettiamo alcune osservazioni. Anzi­
tutto : tenendo presenti le (17), possiamo porre, nel caso n — 2, 
le (8) sotto la forma
(19) L = a<’/P|xv + -Tw.

Non ci siamo ancora valsi delle (7) : introducendo in queste 
le espressioni (19), e tenendo presenti le (14), abbiamo agevolmente

{20 ) VoP[J.V «CO VàP|J.V —
i . [IV . . U.V V . [J.T V . |ÀT ) ' ,n rr,

= ( VXttw — 4“ J P[iv -+- VX Lo — Vco A-

Le (20) e (17) costituiscono un sistema di tre equazioni diffe­
renziali (del 1° ordine lineari) nelle pÌXV : unite alla (18) e alle con­
dizioni di apolarità di Ft, F3 esse formano le condizioni necessarie 
e sufficienti per F effettiva esistenza di una superficie, per la quale 
siano assegnati i tensori a^, ax|XV, p\p,. È possibile però in gene- 
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rale — come è noto — di ricavare, dal sistema delle condizioni 
ora dette e delle loro conseguenze differenziali, anche le espres­
sioni delle pxp. in termini finiti.

Su questo tornerò nel prossimo lavoro, a cui ho già avuto 
occasione di accennare.

Mi limiterò qui ad osservare che le (20) e le (17) ammettono 
la soluzione p^[X — 0 se si ha

(21) To = 0.

e allora soltanto. Si ritrova così un risultato di geometria delle 
superficie in E3 affine, dovuto a Radon (5) :

L’annullarsi del vettore T è la condizione necessaria e su/fi­
dente per l’esistenza di una superficie di E3 affine che ammetta F2 
ed F3 come forme fondamentali (secondo Blaschke e Pick) di una 
geometria affine. In effetto, le (21) equivalgono appunto, come si 
verifica agevolmente, alle condizioni indicate dal Radon (6).

6. Queste condizioni (21) di Radon e così le (18), che in un 
certo senso, ne tengono il luogo nella geometria proiettiva, si pos­
sono ottenere sotto forma particolarmente semplice usando la deri­
vazione covariante y* che corrisponde alla connessione affine di 

componenti relative (rispetto alla connessione vx)«$./•* connessione 
che ha le rette xX (le normali proiettive, se le coordinate sono 
normalizzate secondo Rubini) come pseudonormali (7) :

j V|J^Z =
ì V|t tv,. = VptV). — «j./ w-' ■

Si vede subito che

(23)
V*axii — — 2 = 2 a'.“'',

V'AO.|Jl ——• Vv ^'Zp. 6p|l. rt'IJ-V “+“ a~y i

(5) J. Radon, Ueber affine Geometrie XVI: Die Grundgleichungen der 
affinen Flächentheorie. (« Berichte sächs. Gesellschaft der Wiss. », Leipzig, 
70, (1918), pp. 91-107), p. 99.

(6) Radon, 1. c. (5), p, 99 ; (A. D., p. 158, form. 155).
p) Anche il Berwald (A. B., p. 169) ha fatto uso, per la geometria 

affine delle ipersuperficie in Fil+i? di questa connessione.
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ciò posto, si ha facilmente

(24) Tw= — |;v^V*atù|lT + -t-K)>f.

Ma se indichiamo con

, -K*Zwp.T — -+- àco 11.17?
(2o) )

= jR*i.wp. ' ? R* = — — 2K*

le grandezze di curvatura della connessione v*? abbiamo

(26) 2?V = — v*aù|X' — a£(.7-F- li), K* = J-t-K,

dunque la (24) diviene semplicemente

(27) = 1

e la condizione (18) [tenendo presente la seconda delle (23)] prende 
la forma
(28) x*a-'^R*7 — 0. .

Se indichiamo con A* l’omografia vettoriale di componenti 
le (27) e (28) possono scriversi:

(29) Tw = à grad* A* (8),

(30) div* grad* A* — 0,

ove gli operatori differenziali div* e grad* s' intendono calcolati 
con la derivazione V*-

La condizione (21) del Radon e la (18) sono così poste sotto 
forme notevolmente espressive : riducendosi esse, rispettivamente, 
all’annullarsi di grad* A*, oppure, di div* grad* A*.

7. Porremo ora la (18) sotto una nuova forma, in cui si mani­
festa come essa sia una relazione tra gli invarianti del 1°, 2°, 3° 
e 4° ordine dell’elemento lineare proiettivo.

Limitiamoci, per semplicità, al caso in cui le coordinate sono 
normalizzate secondo Rubini, cioè, è — 1.

. (8) Uso la notazione gradai di Burali-Forti e Marcolongo anziché 
la notazione dir A di Voigt, usata in generale, ad es., dai relativisti.
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Introduciamo il tensore (Cech) dato da

(31) 2Jr^ = a“P-vVua^’ _ a,|xvVoa”u (9).

Per J= — 1 è
, . IXV .. G) . . M , . , (A
n = Vo/fyv , v^v — ;

si ha allora

(32) -2Tu = aóTWT-»'MT) + Vu-ff-+M.

Ricordando poi le espressioni (Cech) degli invarianti * del 1° e 
del 2° ordine

(33) W =

e introducendo l’invariante del 3° ordine

(34) P = ^à^v

si ha infine per 1$ (18) la forma che volevamo stabilire:

(35) 4- P 4- 3(0 4- K) 4- lF = 0.

8. Veniamo infine al caso in cui la superficie sia riferita a 
coordinate normali, e a parametri asintotici. In tale ipotesi si ha 
agevolmente, posto (cfr. G. P. D., p. 697) pll=nì pt2 = v, e-y1tn = ni,

__ lim2) /dK , \ )— q) fìv \du M b
(36) 2' Sv W 71

1 t ö(4>) /dK ,\ìV1 — — 2 ] du G« 'M I •

Dunque le espressioni

(37) th 21
Pr’~ Pt

sono Ze componenti di un vettore, di significato intrinseco alla super­
ficie e invariante per applicabilità proiettive : vettore la cui divergenza 
(calcolata nella metrica asintotica) è nulla.

Bologna, settembre 1928.

(9) Ved. G. P. D., p. 306, e la form. (5), pag. 163 della mia Nota: Su 
una formula di geometria proiettiva-differensiale delle superficie e le sue 
applicazioni nella geometria metrica. (« Atti Accad. di Torino », voi. 63, 
1928, pp. 161-170).


