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PICCOLE NOTE 176

Sugli invarianti di un’equazione di Laplace.

Nota di Gtipo Freixt (a Torino).

Sia data un’equazione:

(1) A4z,.+2Bz.,+ Cz

K24

+ Dz, + Ez‘,,_—t—'Fz =0: (ove B2 ——-AC:}:O),

essa, assumendo a nuove variabili %, % le variabili caratteristichie
si pud ridurre alla forma abituale '
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Gli invarianti di Laplace

IL=c—a;—ab: I,=c—10 —ab
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della (2) non si possono calcolare, se & data la (1), senza integrare
le equazioni delle sue caratteristiche. Mi sembra interessante e credo
nuova 1 osservazione che le forme associate I,did», I, didy sono in-
vece calcolabili algebricamente se ¢ data la (1). Tali forme hanno si-
gnificato intrinseco, ciod indipendente dalla scelta dei parametri 5
delle caratteristiche. Poniamo, indicando con p, ¢ funzioni per ora
arbitrarie: : i

@) i = 130

V—=-

1 2
Y. s’

S’Im

Con questa definizione degli operatori U, V, la (2) si scrive:

4) V(Us)+ 1V(z) + mU(z) + nz=20, l:;—l; m = g+ K:—Pj, 0= F%l
[$1:1°3 82
V(Uz +- 12) + m(Uz + lz) + K;z2=0.
Si & posto: \

Ki=n—Vl)—~lm=

1,
o

si noti che K, si calcola, appena siano dati i coefficienti I, m, »
della (4). Invece, senza conoscere ¢, ¢, non si pud in tale ipotesi
calcolare I,.=poK,. Poniamo:

) D I 9 -
(3b19) U= P! 5y V:;‘u’a?c + g,

(#;, v; funzioni di x, ¥)
donde, per le (3):
5 4 = 1 ) :
() @i =75 0nde —pdy) dn= 3 ey — @) () A=t~y
~ Se mne deduce che la prima forma associata vale
. r .. - K

6 Ldidn= Kygodidn = 3 (vde — wdy) (ssdy — v22).

Applichiamo questo risultato alla (1). Se v; : &, sono (per i=1,2)

le radici della equazione 4v2— 2Byy + Cu2= O Omogenea di 2° grado

che definisce le caratteristiche della (1), potremo normare le u y in
guisa che:

A= pyp 23 2B =y, + “aV) 3 lv,;ﬁ ‘4B -:-.A,—C_}u—- A

(!) Ora le p, o devqno soddisfare .alle condiz. .“;1nte§£@b_:_.dﬁlle45
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{anzi rimane ancora una certa arbitrarieta, in quanto che si pos-
sono moltiplicare le u,, v, per uno stesso fattore, le w,, v, per il
fattore reciproco). La (1) si pud scrivere, per le (3"

VU2 + (D — V)2 + (B — V)2, + Fz = 0

ossia
V(Uz) + LVz + MUz -+ Fz=0
oppure
U(Ve) + L'Ve+ MUz + Fz = 0,
ove: ‘
1 : J
L= D= Ve, — (B — o g
NS N PR |
L'= A (D— Duydv, —(E — Dy}, i
w=1lE—v D — Vi), |
—S'( — W)y, — (D — P‘I)V‘A‘
=L = tve, — (D — gy |
—’—— A ' & 217 e 9 \-

La prima forma associata vale dungue, in virtl di (6):

1 .
(F — V(L) — L) 13 (e — w,0y) (2:dy — 22)

la se/(;eud'aﬂ:
1
(F — UML) — L' M) 5 (v, — wady) (sadly — v2020),

che si deduce dalla precedente scambiando v, con vy, iy CON thy © quindi
Ucon V, A con — A, L con M'. Esse si. calcolano con la semplice ri-
soluzione dell’ equaz. di 2° grado Av® — 2Bvy. + Cur= 0 (e diventano
molto semplici se si suppone la (1) moltiplicata per un tale fattore
che 4B* — A(0)=a%*=1). : ;

~ Osservagione. — Si notino, per finire, le seguenti identita che
possono semplificare il calcolo delle forme associate:

(102 — ., dy) (1Y — Vo) = — Cdar* ~+ 2Bdaedy — Ady’®
1 2
LM= 51— (D — Vi) + 2B(D — V(B — Vv) — AE — Vv,)2 %
) (e analoga per L'M").

V(L)= V(D —w,E) + vy Vv, — v, Vi, (se A=1)
[e analoga per U(M)]



