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PICCOLE NOTE 139

Qualche osservazione sulle funzioni convesse.
Nota di Antonio Colucci |a Napoli).

1. Secondo una definizione proposta da J. L. W. V. Jensen (l). 
una funziono reale ed uniforme f(P) del punto P{xl,xt x,j, de
finita in dominio T semplicemente connesso e convesso dolio spazio 
euclideo ad n dimensioni, dicesi convessa in tale dominio se la 
somma dei valori che essa prende in due qualsivogliano punti di 
T non è mai inferiore del doppio del valore della funzione nel 
punto di mezzo del segmento determinato dai due punti.

In simboli, detti Pì. P2 i due punti e P il punto medio del 
segmento PJ3», tale definizione si esprime ponendo:

APj + npj^flPi.

Il prof. P. Tortorici. negli ultimi due numeri del suo repente 
lavoro : « Sulle funzioni convesse » (•). si occupa della dimostrazione 
del noto teorema di Jensen: « una funzione fix- convessa e limitata 
superiormente in un intervallo è continua in ogni punto interno al
l'intervallo », e della estensione di questa proprietà al caso delle 
funzioni convesse di più variabili. Egli, a tale proposito, dà il se
guente enunciato:

« Una funzione ffP- convessa e limitata superiormente in un 
dominio Û ad n dimensioni semplicemente connesso e convesso è ivi 
continua rispetto all insieme delle sue variabili ».

Con le righe che seguono mi permetto di presentare ai lettori 
di questo « Bollettino > alcune mie considerazioni intorno alle fun
zioni convesse. Propriamente, mostrerò che i teoremi di Jensen e 
Tortorici restano ancora veri facendo sulla f\P\ ipotesi assai più 
larghe di quelle fatte da questi Autori.

2. Supponiamo che la funzione convessa f|P) sia superiormente 
limitata sopra un segmento AQBQ contenuto nel dominio T. Esisterà

(9 « Acta Mathematica », t. 30. (1900), pp. 175-193.
(2) « Annali di Matematica ». s. 4a. t. IV. (1927), pp. 147-150. 
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perciò una costante K tale da aversi, in ogni punto Po di detto 
segmento :
(1) f(P^K.

Preso un punto R interno a T, ma non appartenente al seg
mento AqBq, congiungiamolo col punto medio Co di A0P0; indi sul 
prolungamento di CQR costruiamo un segmento RS contenuto in T 
e tale da aversi

mRS = CqR.
con ni intero.

Ciò premesso, dividiamo il segmento CQR in ni parti uguali mie- 
diante i punti C1? C2,.... . e poniamo, per uniformità di espo
sizione, Cm = R, Cw+1 = S, Infine, partendo dai punti A9 e Bo. co
struiamo le due poligonali A(iAv..AltfiIH^1. BqB^B^C,,^, aventi per 
vertici intermedi i punti centrali dei segmenti Ç2_40,..., M
e quelli dei segmenti C2P0,..., Cm^_ìBlll^ì. rispettivamente. Otteniamo 
così la successione di segmenti paralleli (o collineari): A0B0. AiBì...., 
AmBm, tutti contenuti in T. aventi per centri i punti Co. 0,C/M, 
e tali die ognuno ha lunghezza metà del precedente.

Ora è chiaro che ad ogni punto Pril del segmento AiaBm se 
ne associano altri ni ' Pm_2 .... Px. Po. situati sui segmenti 
A^Bum AXBX, AqBq rispettivamente, tali che per
due punti consecutivi qualsivoglia P. P( p) ha luogo la relazione:

2f(Pf)^f(PM)

Facendo in questa successivamente i = 1. 2..... ni. e combinando 
le relazioni che così si ottengono con la (1) ricaviamo

flPxI/yM/ \x ni* 9»/?—r-er *
i= 2“

Questa diseguaglianza ci mostra che f(P) è limitata superior
mente nell’intervallo AMBm di centro R. Ma R è un arbitrario punto 
interno a T, dunque:

Se la funzione f(P) è limitata superiormente sopra un segmento 
A0B0 contenuto in T, essa è tale su ogni segmento collineare o pa- 
valido ad A0B0, i cui estremi siano interni a T.

Mettendo in relazione il teorema di Jensen con la proposizione 
teste enunciata, si ha il seguente notevole teorema :

Una funzione f(P), convessa in un dominio T deità specie con
siderata, e limitata superiormente sopra un segmento A0B0 apparie-

P) Da Pi si passa a Pi—{ considerando il simmetrico di Cì-h rispetto 
a Pi.
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nenie a tale dominio, è continna su ogni segmento parallelo (colli
neare) ad A0B0 ed avente per estremi due punti interni a T.

In particolare : se una funzione (fx|, convessa nell’ intervallo (a. b). 
è superiormente limitata in un qualunque tratto di esso, tale fun
zione è continua in tutto l'intervallo.

Quest’ultimo enunciato fornisce il perfezionamento che inten
devamo apportare al citato teorema di Jensen.

3. Supponiamo ora che il dominio T sia a due dimensioni e 
che la funzione convessa f(P) sia superiormente limitata, o. ciò che 
è lo stesso, continua, sopra due segmenti non paralleli AB. CD di T.

Dico che la nostra funzione è continua superficialmente in ogni 
punto interno a T.

Infatti, sia Po un tale punto ed s un numero positivo arbi
trario. Per un teorema enunciato nel numero precedente, possiamo 
sempre determinare in T due segmenti A()B0, CAD0 con centro in Po. 
paralleli ad AB, CD rispettivamente, e tali che per ogni punto L0 del 
primo e pei* ogni punto Mo del secondo risulti

(2)

Diciamo ora 2o la minore delle lunghezze dei due segmenti 
AqBq, CoDo, e con centro Po descriviamo la circonferenza di raggio 
3
- sen Ô, 0 essendo l'angolo dei due segmenti in esame. Preso un 

punto P nell’ interno di detto cerchio, costruiamo il segmento L9M^ 
di centro P, avente gli estremi su A0B0 e C0D0 rispettivamente. Per 
la supposta convessità della funzione abbiamo

2f(P)<nA)

Se f(P)^f(P0). se ne trae che

a I f(P) - r (pQ) I I I +. I /w - m \ •

e quindi per le (2)

Se, invece, f(P)<f(P0), detto Pn il simmetrico di P rispetto 
a Po sarà f(Px) > f(P0), epperò

I f(P) - f(P0) I < j f(P0) - f(PJ ) S.

Con ciò resta in ogni caso provato che la funzione f(P) è con
tinua in Po (su T).
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4 Prima di enunciare il teorema generale col quale chiude
remo il presente scritto, vogliamo accennare brevemente al proce
dimento che permétte di estendere al caso di n'= 3 il risultato testé 
conseguito.

Se per i punti Zo, ?70. variabili su tre segmenti AQBQ. CqDq, 
EqFq di centro Po, non complanari, contenuti in un dominio T dello 
spazio a tre dimensioni, sono verificate simultaneamente le relazioni

\f(L0) — s. ìfUVo)-f(Poii<s. |fLV0)-AP0)|^<,

si riesce facilmente a concludere che in una certa sfera di centro 
Po, la funzione f(P\. convessa in T. verifica la limitazione

Basta infatti osservare che. detto P il baricentro del triangolo 
LqMqNq, ha luogp la diseguaglianza

+ /W + /W.

e che scelto comunque il punto P nell'interno di un’opportuna 
sfera di centro Po, i punti 7>0, Jf0. .Vo non escono mai fuori dai 
segmenti ^40B0. C0D0. EQFQ.

Queste considerazioni si lasciano evidentemente estendere al 
caso di n > 3.

Possiamo perciò enunciare il seguente teorema generale:
Se una funzione convessa in un dominio T semplicemente con■ 

nesso e convesso dello spazio ad n dimensioni è limitata superiormente 
su n segmenti di T aventi direzioni indipendenti, essa è continua 
(su Tj in ogni punto interno a tale dominio.

Napoli. aprile 1928.


