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Sulle direzioni unite delle dilatazioni in un Sn euclidei..

Nota di Mario Manarini (a Bologna).

È noto che una dilatazione ß in uno spazio euclideo Sn am- 
Biette sempre almeno n direzioni unite. La dimostrazione è fon
data sulla considerazione delle radici dell’ equazione

4(3 —x) = 0

che corrisponde all’equazione secolare. La cosa è immediata nel 
caso delle radici semplici ; richiede qualche attenzione nel caso 
della radice doppia Noi vogliamo considerare qui questo caso, 
per mostrare come possa essere trattato rigorosamente e diretta- 
mente con l’analisi vettoriale.

Anzitutto stabiliamo una formula che estende alle n dimen
sioni una formula nota, relativa allo spazio S3.

Essendo a un' omografia qualunque in uno spazio Sn, per 
l’ZpKa si ha l’espressione (*)

V(u„, Wj... «„.J • ZjAa — V(Kwin) w1( u2... 4-

4- V(un, K-JMy. U2 ... 4- ... 4- V(w„, »!, Ut ... Ä'-ZM,;—))

ove un> ... è una ennupla di vettori tali che sia

V(»n, 4=0-

Usando l’operatore E l’uguaglianza scritta diviene

E(«,. «2 ... X u„'IjjKœ — £(«•!, w2... «„_)) X Kxu,, 4-

4- E(K'j.ui, «2... w„_i) X 4- ... 4- «2 — Ky-un—i) X

p) Por il significato dei simboli, cfr. Complementi di Analisi vettoriale 
del prof. Burgatti. Ediz. litografata.
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Ricordando che x — J2x e che a X frxfr — xa X abbiamo

x • Ä(uP u, ... ^-.j) X = x^(mp u2 ... «„-J X wH +
-4- E[Kxux. a2... X un 4- ... 4- Fpq. n 2... KzUn-J X un 

la quale dovendo valere qualunque sia il vettore un dà la for
mula cercata :

(1) «S-- — A* • "r - «,.->) —
--  FfZvXUj. U% ... Un_j --  ...---?h"i< «2 ••• K™n-~ì .

Nel caso delle tre dimensioni la (1) diviene

, xE{/f j . n2) = ZjX • Elìf j. u2) — E(Ky.u1. u2) — E(ui z Jvw2) 

ossia, con altra scrittura.

7.{u1 A wj = Zxx . \ u2) — /\ u2 — uY A Zàre2

che è la formula [I] di pag. 36 di Transformations linéaires dei 
proff. Burali-Forti e Marcolongo.

Se x è una dilatazione e la indichiamo con ß la (1) diviene

<-1 ir> ... I “ Iß - rr. ... a _j Alrr^. u2....

se invece z è un'omografia assiale, indicandola con 7. la stessa 
formula acquista la forma

';E(h1h2 ... = u2.... wbHI + ... 4- rr2.... y«„h).

Veniamo ora allo studio delle direzioni unite di una dilata
zione ß nel caso che 1* equazione secolare da cui dipendono abbia 
una radice doppia.

Siano dunque xx. x.2... xu—2 le radici semplici deir equazione 
Iifß— x\ — 0 e . u2 ... rr„__2 le corrispondenti direzioni unite di 3 
che. per cose note, sono ortogonali a due a due. Sia x la radice 
doppia della stessa equazione e u la direzione unita per ß che gli 
corrisponde e che è ortogonale alle precedenti.

Per la (2) abbiamo

ßAp^. rr2 ... "„-2- n) = Z1(ß •£,(w1Ug ... un_2u)— Eßu^’u2... w„_2, re) —
— ... — Aftr^. re2... re„_2. ßrej

— Z,ß - Fire,. re2... re..__2) — x1E(u1 » re2 ... re„__2, re) —
— ... — xE(u1. rr2 ... re„^2. re)

— iAß — Mi—x2—...—xn—‘z — x)-E(u1, re2...re„__2. rr)
— MPire^. re2 ... re,,__2. rej

essendo nel nostro caso Iß = aq 4- x2 4- ... 4- xtl-s 4- 2x.
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Dunque possiamo concludere che il vettore v—E(ul,ii2...u,u) 
è pure direzione unita per Ä. Ne segue immediatamente che ogni 
vettore w appartenente allo spazio determinato dai vettori u e v 
è pure direzione unita per la dilatazione tz. Invero posto

si ha
w — mu nv

$w — mttu -+- nfìv — x(mu -4- nv) ~ xiv.


