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PICCOLE NOTE 87

Sulle varieta subordinate negli spazi a connessione affine
¢ su di una espressione dei simboli di Riemann,

Nota «li Exra Borronortt (a Bologna).

I. In una nota recente. apparsa su questo « Bollettino » ('),
il prof. Toxoro espone una dimostrazione elementare di una for-
mula pei simboli di Rieyaxy di prima specie di una V,, rieman-
niana in R, euclideo. dovuta al prof. Vrirars (3. La formula stessa,
¢ anzi. una formula pilt generale, relativa alle V,, in V, « con-
nessione metrica qualunque, si pud .anche ricavare come conse-
enenza immediata di una formula gih da me in altro luogo indi-
cata (%), In quale compendia le equazioni di Gavss e di Conazzi
per una V, in V. '

Indicherd tra breve queste formule: svolgerd prima alcune
considerazioni di carattere pilt generale. che estendono alle va-

() A. Toxoro, Una espressione dei simboli di Riemann di prima specie
per le varieta negli spazi euclidei. (<« Boll. Un. Matem. », VII, 1928, pp. 34-36).

() G. VitaLl, ‘Geometria nello spazio Hilbertiano, (« Atti Ist. Veneto ».
1927.28, t. 87, parts II, pp. 349-428), p. 394, form. (17). La formula data dal
prof. Virarr & relativa alle V., in uno spazio H (hilbertiano); quella indi-
cata dal prof. ToxoLO ne & un caso particolare.
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rietd subordinate negli spmzi a connessione affine (4, in A,) i ri-
sultati che per le V,, in V, riemanniane avevo indicato nella
nota (cit. (})), sopra rlcordata. Si tratta veramente di un argomento
che ha gid avuto ampie e complete trattazioni ad opera di WevL,
BErwWALD, ScHOUTEN (%), HLavaTY (°), LAGRANGE, EISENHART,...;
pure non mi sembra inutile dare qui rapido cenno d’un metodo
che s’ispira al modello offerto dagli eleganti procedimenti dello
SCHOUTEN, ma presenta, a differenza di ciascuna delle precedenti
trattazioni. carattere di invarianza per ogni trasformazione di
coordinate sia nella A, subordinata che nella 4, ambiente, e
realizza tra gli elementi di 4, e dell’ambiente una netta e pre-
cisa distinzione.

2. Siano dunque A,, 4, (m < n) due varieth a connessione
affine : siano x” (r, 8, f, v, v=1, 2., n), ¥ (O v v, 1, v=1, 2. m)
e I'y, le rispettive com-

coordinate curvilinee in 4, e in 4,,,

o
ponenti delle connessioni. Esprimiamo ora che 4,, & immersa in 4,
o
@i»
s¢ definiamo il 1° tensore di curvatura !2;1;’“ di 4, in A, ponendo
(come in L c. (%))

Siano x" — " (y*) le equazioni parametriche di 4,, in 4,,, e 8] =

{ et g — O PRt ol g, 0
( ) S =V [t @T_‘— ) — Ypl y 7

ove y; &, pei tensori dipendenti dalle due serie di variabili x, #~.
simbolo di derivazione covariante secondo LAGRANGE (%), abbiamo
subito. come condizioni di integrabilita delle (1), le equazioni

b
o ras ot oy ogr v
{2) . V).le - V[’v"L.‘.‘ - Rsm 0 0 0 - RW.‘.‘ Ov + S}u 2 yeo

@ > b ,oa b .
ove Rin' . Riii". Sa'. S sono i tensori di RIEMANN-CHRISTOFFEL

¢ i temsori di torsione in 4, ¢ in A4 . Nelle (2) non figurano le

%) Nella mia Nota: Spazi subordinati: equazioni di Gauss e Codazzi.
(< Boll. Un. Matem. ». V1. 1927. pp. 134-137).

¢4 J. AL SciiorTEN, Der Ricei-Kalkiil. (Berlin, Springer, 1924), pp. 133-165.

) V. Huavary, Contribution au-calcul différentiel absolu. (Vestniku
Kral. Ces. Spolee. Nauk. Tr. 11. Roe. 1926).

%) Lioc. cit. 3). p. 185: R. LaGrANGE, Caleul différentiel absolu (Paris,
Gauthicr-Villars. 1926), p. 10,
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a,.l" b‘.‘) B . .
8" che perd sono legate alle S e alle ;) dalle relazioni
a b
. e ¥ 8 t__ VP ye o T R
(3) AS‘St 0[; O/‘ — S{L;, Oy -+ 2 (sz;_L — QW- ) (')

Le (2), (3) sono le condizioni a cui sono soggette le Q-}‘('Lr per
I’ appartenenza della 4, alla 4,. Ma finora non abbiamo posto in -
relazione le connessioni affini in 4, e in A,. Se vogliamo che la
connessione affine in A4, sia subordinata a quella di 4, possiamo
— & questa la via seguita da WEYL, BERwALD, ScHoUuTEN, HLaA-
VATY — assegnare, per ogni punto di 4,, una p-direzione (pseudo-
normale) (p =#n — m (%)) indipendente dall’m-giacitura tangente, e
definire la derivazione covariante y; pei temsori di 4, mediante
la condizione che, se v, u* sono due qualunque vettori controva-
rvianti di 4, (e v8 == 05 0%, us = Ju> gli stessi vettori considerati
in 4,). vuvf‘u” sia la proiezione di v,o'u’ fatta, parallelamente alla
p-direzione pseudonormale, sulla m-giacitura tangente alla 4.

La p-direzione pseudonormale sia definita mediante p vettori

controvarianti X" (i. j, | =1. 2...., p): definiamo tiﬁ} (®) ponendo
J

- ] 3
:f: = 0;, t((:,’Hj, = X" : detto T((,s; I’ elemento reciproco di t{Z.’ in fi‘l:)) l y
: J

. , I '
. (2.) A {m-+j) > . e . . .
poniamo T =0z, Ty =% .. Queste ultime posizioni sono giusti-

) i -
ficate dal fatto che, anzitutto, le ¢, (j =1, 2..., p) sono p vettori
covarianti, tangenti ad A,, cioe, ciascuno dei quali contiene il
p-vettore covariante tangente alla 4, ; precisamente (cfr. SCHOUTEN,

j
L e () p. 189) la (» — 1)-giacitura di %, & quella che contiene

I' m-giacitura tangente e le direzioni di X,, X..., X, X,..., X,,
12 j—1 ja1 P
J
¢ inoltre i vettori i, risultano normalizzati rispetto ai vettori X~
J

{7y Cfr. Huavary, loc. cit. (°), form. (12), mentre le (2) corrispondono
alle 28 ) di Hruavary. Le (2) sono le (13) della mia nota cit. (%) ; in questa
formula vanno corretti i segni degli ultimi due termini.

() In generale le 2-giaciture osculatrici alle curve di 4. uscenti da
un punto P appartengono a un K., (spazio affine) con v <p: basterebbe
assegnare, in P, come pseudonormale, una v-direzione appartenente a
tale Eu.y. Ved. la mia Nota: Sistemi assiali e connessioni mnelle V.
(Rend. Lincei, serie VI, vol. V, 1927, pp. 390-395).

(®) Metto entro parentesi, oppure verticalmente sopra o sotto la lettera
cui si rifeviscono, gli indici che non sono.di covarianza o controvarianza.
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dalle condizioni

)

{1 peri—j
| 0 per iZ=j

(ScuoUTEN, ibid.). I prodotti alternati

AR At

X7 == g =
J

. : 1
- Pi¥y e [ 7,1 z _ =
( ) X p:)f tLX? 5 »r,rg...ru———x[rl
p

dianno un p-vettore controvariante e un p-vettore covariante orien-
tati precisamente secondo la p-direzione pseudonormale e secondo
la mi-giacitura tangente: essi sono legati dalla condizione di nor-
malizzazione

Pty et
p'X e Er,rz...r:n:l

(la_ krste Normierungsbedingung i SCHOTUTEN: L c., p. 157).

. n -
] Poi: le O, sono le componenti di un tensore, come segue ad
es. dal fatto che @
» J
X X035,

(7 07 05 = ay — 3,2
J

—

. . N S . .
precisamente, come (ovviamente) i, =070, ¢ il componente se-
condo A4, (4,-componente) di uan vettore covariante. . di A,

{applicato ad un punto di A4), cost & v =0v" 1" 4, -componente
(proiezimw fatta parallelamente a X7 7 su Z,-l,-z,,,,-“) del vet-

tore controvariante »" di 4.
Se in particolare 7, w, appartengono ad A,. si ha anche
»o 3
(8) o= 0L vk, g, = O .
Dalla prima di queste si ha derivando. tenendo presente la (1)

e - r -
(4 v 0, = vn + byt

Vo8
1
B

Introduciamo il 2° fensore di curvatura (secondo SCHOTTEN}
di A4
PR 1.
(10) 'y == v 0.

in /1, ponendo

it

e avremo analogamente

s L7 7
(11} Vstl, e le — “;L i, O Vo H5.
Ora: essendo

C , y 1 per w—=2 (non somm.
(12) b 08 — I (: ! ' N ( ))
: \ 10 per {1.:%: A
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siha tra i due tensori di curvatura la relazione necessaria :
(13) o ek 0t =0,
Ma non ci siamo valsi ancora della condizione di sehordina-
zione della connessione in 4, a quella in A, Siccome dalla ()
si ha

{14) T, 0 = O 0y v — 0 e,

vediamo che ¢ neeessario e sufficiente. perché sussista la subor-
dinazione nel senso poco sopra precisato. che sia ’

(15) O eE =0 (1),
Lia (13) ¢i mostra che doved anche essepe
(16) 10, 05 =0,
Conxeguenze differonziali di queste sono le

(17) | Vo O ..(,.,'n;?ir:o.

%) Vo LR 0 -1l 00 = 0.

D’ altra parte. come le (2) sono le condizioni ' integrabiliti
delle (1), cosl per le (10) troviamo le condizioni d'integrabiliti
seguenti ;

b ~ b
19 5T — T == R el o 0 — Ry 07+ 28570

3. Ora: le equazioni di Gatrss e di Copazzi generalizzate per
le 4, in 4, si hanno come conseguenze immediate delle (2), (19).
tenendo presenti le (3). (17). (18).
. 3 . . i
Precisamente : dalle (2) moltiplicando per ©,, oppure dalle (19)
moltiplicando per 0/, e sommando, si ha

b 2
wout U8 0
{20) ‘r == Ru},‘pm — Rstu O(L 0,0 O

{equazioni di Gavss generalizzate, efr. SCHOUTEN, L c. (4). p. 160;:

(*9 Che in effetto le (15) determinino la connessione affine in 4., =i
vede subito. Per le (1) esse danno
8,

Y=Y <
‘e —-8,', ul"+l

s(,t .
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introdotti i tensori

i i
» r o . *
{21) Wy == V25, 0[” =X of
i i
pei quali si avra
o i wd
{22) 0 =— ‘\‘i("3~lLX7" Y= — IS
1 1]

e posto (ScHOUTEN, ibid.; Huavary. L c. (5). p. 9)

j A |
(231 AR SSHE AP &
1 k3
!

si ha dalle (2) moltiplicando per Z, e sommando:

1 1 il il touk b1
24 v Oy, = Ty E Yy = Wyy pl) Ralw () ()y On Z. — 28, ST
J i 7

o dalle (19). moltiplicando per X” e sommando.
l -

n j . i s t b\,. LT
W v‘ =y 'U}. - 7'57.” I?str“()v0 () X’ — 28 T "
l VAV il l

le (24). (25) sono {cfr. SenorTEN, Huavary. 1. ¢) le equazioni di
Conazz1 generalizzate per le 4, in 4,

i

'
vieta V. V, a connessione metrica secondo \VEYL ¢ CarTaN. Cid
significa che sono assegnati in V, e in V, . due tensori simme-
trici .. by, (determinati a meno di fattori moltiplicativi) come

"
tensori fondamentali. e si ha

4. Veniamo al caso particolare in cui 4,, 4, siano due va-

ue ®

% b
(26) Vel =%l ¥y b}.{x =Gy b

Nelle attuali ipotesi ¢
27) O, = bvoa,, 0 .

¢ di qui segue. per le (26), questa retazione tra i duoe tensori di
curvatura:

e @t b s
('—)8) ”)..')‘ = bw" aye-zlv.\ (?t 0}»— :‘?;) bw" (Lrs()!.v B

Se vogliamo che la metrica in V,, sia precisamente quella
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che viene subordinata dalla metrica in V
bono valere le relazioni

oltre alle 2). (3) deb-

7

g r, s
(29) l)},p = 0’/. 0[). . -

Dalla prima di queste derivando. ¢ tenendo presenti le (26).
si ha

. o8 S
(';0} t,\ L2, 0; -+ Qvgx 0}.) =0

Da questa — che corrisponde alla (13), da cui pud ricavarsi in
. - e N . . . S .
forza delle (27). (28). (29) — se ;7 ¢ simmetrico rispetto a v. » (il
che aceade certamente se V. V, sono senza torsione (1)) e allora

soltanto. segue anche

(:;1 ) a’v's

LY . ¥ . -
ciot: gli ———— vettori ;" (v, 2=1, 2,....m) sono ortogonali a V.

Questa d altra parte, (corrispondente alle (15)). ¢ la condizione
perchée Ia connessione metrica in V,, sian quella che viene subordi-
- . oo
ciod, perché v, o u sia la

nata dalla connessione metrica in V.

. N . 8 . . . .
proiezione ortogonale di v,v «” sulla me-giacitura tangente a V,,
. »o. X [N . . , 5
(1 =0, en, w=0; « essendo due qualunque vettori di If”) (*3). .
Supponendo le (31) soddisfatte, e quindi anche le

(32) o3 — =0,
si ha dalle {31) derivando
(33) @, 00w 0 4 a, 035040 =0,

Le (2). (3). (30) (0 al luogo di quest’ultime, le (31). (32)) espri-

momno 1'appartenenza di V,, a V, e la subordinazione della sua

connessione metrica a quella di V.

(*f) Pitt in generale I'annullarsi della parfe emisimmetrica di Q"
esprime che il vettore di torsione di una faccetta piana di V., in P & il
Viercomponente del vettore di torsione della faccetta medesima, conside-
rata nella V, ambiente.

(t2) Per le varietd senza torsione, la subordinazione della metrica di V.
a quella di V, porta sempre come conseguenza che anche la connessione nie-
trica Ai V, ¢ subordinata a quella di V,: questo & conseguenza di un noto

teorema di WEYL (la connessione metrica, se & senza torsione, & determi-

22
nata dai tensori ds, tm)-
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5. Verrd infine a mostrarve come dalle (2). per una V,, a ten-

. XN . . ; . . . e

sore di curvatura (), simmetrico, tenendo presenti le (3). (31). (33)
b

seguano delle semplici espressioni per le R, che contengono in

particolare la formula indicata nella nota (eit. (1)) del prol. Toxovo.
Fissata la scelta del fattore di normalizzazione delle o, o
quindi anche delle ;. abbiamo dalle {2). moltiplicando per ., 9., ¢

sommando
3 o )..)" @ (s{f(n('v b
UM.Om(V},(-)lw - Vp.{-}_‘, ): Rstm‘ J:l, 50, U — R:L}.‘/’.\ .

Per le (33) queste possono seriver

b «@
. R NP SRS | s b u
l"“'i R;?-}_-,m = a;-v-(”tw “}.r.\ - ”Lw 1);_‘, ) -+ [l)sfuz‘ {):L 0}. Ov 0(

o

. coue P » 7 IR
cioe per le (D se seriviamo x,. 2., per 0., v, 0.

| ¥ N
b 1 Loy X5y «

o~ E T
139) Ryy.=a., “+ By oo, o,

R
! Xy

i .L K
| Ly X5,

Queste sono le espressioni cui accennavo, Seoin particolare
[d a Iz

tho 32y sono soddistatte) o0 tensori R . S;;'. - sono nulli. eioe
/] S

la 7, & an R, cuclideo. Ry;.. siosiduee al simbolo di prima specie

v, uz) i Roevas . o s ha quindic essendo per 1o (32) X, =,

. » ¥
. Ly Xy
1364 fvm, ur)=d,.,.
.
Jl'm:, X
formula cheo se fe linee coordinate in R, sono cartesiane ortogo-
nali. =i riduce appunto a quella data dal prol. Virtarnt nella forma
che il prof. Toxono ha indicato (13),

Dologua. wmarzo 1926,

1) Pol easo g =2 la formuda cra gia stata data da B. K. Levi, Saggio
sitllee feoria delle superficie « due dimensioni immerse i un iperspazio.
[+ Anuali Senolic Novrm. Sup. di Pisao». vol. XL 1905) p. 22, form. (9). Se
poi we=20 =3 (1 in Ky b (36) sividuce o una formula notissima,
anche recontemente vicordati su questo < Bollettino » (I'ultima formula
Al Nota Sellee brasformazione assoluta... di R Tauvcrr: VIL 1928, pa-
sine 1418), Debibo gqueste indicazioni alla cortesia del prof. Virani.



