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PICCOLE NOTE

Sulle equazioni algebriche a matrice,

Nota di P. Brraarrr (o Bologuay),

1. Propongo di chinmave equuziond a matrice le cquazioni al-
cebriche defla forma

Uy == )y o oy

(o, My —w oo oo =0

dicitnra ¢he siopresta meglio per indicire una classificazione. Cosi
ci saranno e equazioni o matrice ortogonale. a matrice simme-
trica fequazione secolare) a matrice gobba, emisimmetrica, ece.

1S origine di questa Nota & venuta dalla lettura di quelle di
CoLUCCr o di Vitant (). Qui completo od estendo i risultati di
yuesti Autori: adoperando il ealeolo vettoriale. per mostrave come
ben siopresti anche in queste questioni (3.

Sia z una omografia propria qualungue. Consideriamo I equu-
zione in e
(1) I (7 4 ) =0.

(1 Convoecr Sopra e teorence i [rioselid. « Boll, U0 ML T 50 anne V.,
.o, Vrran, Sulle sostibuziond liveari orlogonadi, « Boll UM 1.5 anno V1L
n. 1. .

() Ricordero che I mateice Ja, ] rappresenta una omogratia vetto.
rinle z: il determinante auf © Lo (invariante canesimo di x). Ri ha
L) = Ly« LB I cquazione o matteice ¢ vappresentata da Lz~ x) =0,
Lromografia Kx o Ia coningata di % (26 ™0 == 00~ Nzv) @ & rappresentata

dalla matrice [a.] scambiate le dince con de coloune. La o dilatazione di

. 1 . ,

sioindica con Dz: ¢ uguale o Sl + Nay. Se L= 0 Pomografin & detta
2

propria, se Loa=0 & detta degenere. Pev ana omografia degenere esiste

sempre almeno un vettore ae il cui trastormato & nallo (aee==0), Li7inversa
di o sioindien con 2 Uz s 1) Briste 20 b gquando Pomografia & propria,
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1/ equazione che ha per radici le reciproche di queste @

@) L' +y)=0.
Infatti, si ha )

\ 1 1
—1 -~ -—1 }
Isa (!X x\) - xn In(“ X 1!

e quin~-

1
L LT e )= 5 Lo+ @) =0,

La i3t 2 anche equivaiente a
1) I (Ko + a)=0.

Ne cousegyue : 1o sole equazioni del tipo (1) a radici reciproche
sono quette ~he versficano una delle due condizioni « =, Ka —a~!
(ossia «2 =1, Koo =1) ’ :

Le omografie soddisfacenti alla seconda condizione sono le
isomerie. Per esse si ha awe X ov=—u X v qualunque siano i vet-
tori v e ». Consideriamo questo caso.

Allora se a & radice reale di (1), ’omografia « -+ a & dege-
nere, talché eristerd un vettore unitario u, tale che

{(x +a)u=0, ossia xw=—— au.

Ne conseguc
o D<o == %2,

Ma essendo « isomeria, il primo membro & uguale a w?;
dunque @ —===1, come appunto aveva affermato il BrioscHL
Ora notiamo col CoLucct che se x & radice qualunque di- (1),
si ha
IL(Kv+ ) I(x + ) = I[1 + (x + Ko} + 2?] =0
ossia :

b I,(2Dx + ) =0, <y —a 916)
Ma essendo D» dilatazione, quesfa equazione, lier cose note,

ha tutte-le radici reali. Allora sia.x—a +4b una radice com-
plessa di (1); la

y_.a+zb+t~i)_
a? -+ b?

dev'essere reale; il che richiede che sia a®-+ b2—=1. Dunque
quando x & isomeria tutle le radici di (1) hanno modulo wnitario (%),

() Corrcect loc. cit.
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Supponiamo ora che « soddisfi alla prima condizione «2—1,
Allora si ha
I(z—o 0 (z+>)=(1—a)=(1 —ay)" =0

la qunlu dimostra che tutte le radiei sono uguali a = 1.

2. Torniamo al caso generale. Se x ¢ radice reale di (1), esiste
come si st una direzione w tale che
T — 2010,
dotta direzione unita (). Supponiamo invece che x sia radice com-
plessa. wguale ad « +4b. Allora esistono due vettori unitari w e v
tali che si ha
e = (e — hv
72t = av + bau.

Infatti risulta o,

Lz — ) (n-—a+ib) =1 [(» — a)* + b} =0.
In quale esprime che Tomografia (z — @)’ + b? & degenere.
Sioaved dunque per cose gii dette
(2 —)’w + b =0 (1 =1).
Poniamo
{r — e = — hr:
si ottiene
(% — a)r =+ .

e ¢ soddisfa alla stessa equazione di w. Si ha dunque

= a1y — hv
= v -+ b
Di qui poi si trae
2t > 2 == (% — b >< 1+ b — v?).
Affinche il secondo membro sia simmetrico vispetto a w e o
come il primo. si richiede che risulti »* = u?=1.
L asserto dunque ¢ dimostrato. e si ha in generale
2 X %o == (¥ — D X v.

In massima 2 ¢ v non savanno perpendicolari. Ma se 2 & iso-

meria. il primo membro & uguale a 1 >< v, epperd risulta w >< ¢ =1,
In questo caso dunque ¢ due vettori sono certaiente perpendicolari.

(9 E piu comodo ora cambiare » in —.r.
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Siano 2m e s rispettivamente il numero delle radici complesse
e delle radici reali (2m + s=mn) (}). Per le cose dette esisteranno
in generale i vetfori unitari w, ., w,, wv, ... w,vs soddisfacenti alle
relazioni

aw; == x00; (i=1. 2... s}
(I) - AW; — aw, — bivi
ar; = aw; + b, F=1, 2.... m}

ove x; & una radice reale, @, + b, una complessa.

Queste dimostrano che riferendo i punti di S, a » assi paral-
leli a cotesti vettori (in massima assi obliqui), 1" omografia « risul-
tera rappresentata dalla matrice

2, 000 . L ..o

0 @ 0 . o oo |

. 0 x, O0 L e |

e o o0 0 a —b, 0 . . ‘

. T |

i

. .o .0 a, —b, ‘

. . . b, a, |

coe Coe . v v v.. 0 a. —0b, J

e e .. 0 b, a,. |
Nel caso particolare che « sia una isomeria, si ha w, < v,=0

e a;>+b2=1 come sl & detto, epperd ogni matrice

a; —b, cos §; —sen;
b, a, | [|sen¥, cos ;

i

rappresenta una isomeria in un S,, o anche una rotazione nel
senso di VITALI: cosicch® mne risulta il teorema enunciato da
questo Autore (3.

3. Supponiamo ora che « sia una omografia assiale. B caratte
rizzata dalla propricti = = -- Kz (e quindi zw > v =0 qualunque

(1) Si suppongono distinte,
(*) Loc. cit, '
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sia wu). Indichiamola con y. L’ equazione
Ly —x)=0
ha tutte le radici immaginarie pure, salvo la vadice x =0, se n &
dispari. Quest’'ultima affermazione & evidente, giacche [+ & un
determinante gobbo dispari per n dispari.
Infatti I’ equazione

IRy — )y —x)=1,[(?— %) =0 Y

ha tutte le radici x® reali e megative: reali perché y® & una dila-
tazione (Ky?=—= Kvy+Ky=1v%; negativa perche la forma quadratica
VP = 0) 5 (P = 0) = — ((P—0) 5 1P —0) == — mod (P — 0}
& essenzialmente negativa. Ne segue che le radici x dell’ equazione
proposta sono immaginarie pure.
In questo caso le {I) diventano (supponiamo % pari)
v, = — by, yv,=buw, (i=1,2..r,n=2r)

ed & wu; < v;=0, perche yu, X uw;,—=0. Si possono dunque scegliere
degli assi in guisa che 1’omografia assiale sia rappresentata dalla
matrice

0 —b, 0 . N
B 0 0 . . . .
0 —0 0 —b, .
: b, 0 .

Dopo quanto si & detto @ anche assai facile studiare il caso
che 2 sia emissimmetrica, ossia della forma 1+ y. essendo v assial:.
Qui non ne diremo altro.



