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RECENSIONI

P. Montel : Leçons sur les famillés normales de fonctions anahp 
tiques et leurs applications. Paris, Gauthier-Villars. 1927, 
pagg. VI-306.

Questa opera si può annoverare fra le più interessanti della 
raccolta di monografie sulla teoria delle funzioni, pubblicata sotto 
la direzione di E. Borel. In essa, F Autore si è proposto di mostrare 
F importanza della nozione di famiglie normali di funzioni anali
tiche, da lui introdotta già da vari anni nell’Analisi, sviluppandone 
la teoria e le applicazioni; e non v’ è chi, dopo la lettura del libro, 
non debba rimanere persuaso che questa nozione offre un reale 
interesse, sia come concetto teorico, sia come mezzo efficace di 
dimostrazione e di indagine. Non è però soltanto nello sviluppo 
della teoria delle famiglie normali di funzioni che risiede F inte
resse dell’opera; dacché, sotto l’aspetto di applicazioni, vi si por
tano a cognizione del lettore molti dei risultati più interessanti 
ottenuti da varie parti nella odierna teoria delle funzioni anali
tiche, e di ciò persuade un rapido sguardo sul contenuto dei dieci 
Capitoli che compongono questo corso di lezioni.

Nel primo Capitolo, si richiamano le definizioni ed i principi 
della teoria degli aggregati, particolarmente di quelli di punti del 
piano luogo della variabile complessa. Venendo poi alle famiglie 
di funzioni, mostra come la limitazione delle funzioni nel loro 
insieme porti alla uguale continuità, quale è stata definita dal- 
FAscoli, e ne deduce il teorema fondamentale per la presente 
teoria, e che risale all’ARZELÀ, che cioè da ogni successione presa 
nella famiglia si può estrarre una nuova successione convergente 
uniformemente ad una funzione limite. Le ovvie conseguenze di 
questo teorema per le famiglie di funzioni analitiche regolari por
tano alla definizione del concetto di famiglie normali e ad alcune 
sue prime conseguenze. Nel secondo Capitolo, premesse note propo
sizioni relative alla continuazione analitica, viene definita una fun
zione automorfa che compirà F ufficio della funzione modulare 
onde ottenere la dimostrazione del teorema fondamentale sulle 
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famiglie normali: che cioè è normale ogni famiglia di funzioni 
analitiche regolari entro un campo dove non assumono dne valori 
speciali. Seguono generalizzazioni del teorema, la definizione delle 
famiglie ([nasi normali, che sono quelle in cui la normalità può 
mancare in un numero finito di punti, ed i criteri per la loro 
determinazione. Con un metodo uniforme, il Capitolo 111 usa lo 
nozioni preredenti a stabilire i celebri teoremi di Picard, il note
vole complemento arrecato a questi dal Jelia. ed il non meno 
famoso teorema di Landau. La teoria della rappresentazione con
forme. il relativo teorema di Caratii éodor v. il delicato studio sulla 
corrispondenza dei punti al contorno formano 1* oggetto del Capi
tolo IV. 1 due Capitoli seguenti sono dedicati alle famiglie di fun
zioni meromorfe. il cui studio presenta, in confronto di quelle 
delle famiglie di funzioni regolari in un rampo, talune difficoltà: 
all' estensione a queste dai teoremi di Schottky e di Landau: 
infine alla ricerca delle funzioni meromorfe dette eccezionali e 
che formano oggetto di un notevole teorema di Ostrowsky.

Il Capitolo VII si propone di dare condizioni sempre meno 
restrittive per la convergenza uniforme di una successione di fun
zioni entro un dato campo, che può essere il cerchio s \ 1 : vi
si trova (»sposto il noto teorema di Vitali. l'essenziale generaliz
zazione che ne ha dato il Blaschke. 1* estensione alle funzioni 
non limitate, la condizione espressa dalla convergenza della serie 
in punti del contorno costituenti un insieme di misura positiva. 
Nel Capitolo VIH è esposta per sommi capi una delle più inte
ressanti applicazioni della teoria delle famiglie normali : quella 
ri forcatesi alla questiono dell'iterazione delle funzioni razionali, 
(die, trattata da tempo in piccolo da Sc hroeder e Koenigs, ha 
potuto essere risoluta in grande » nei cocenti lavori di Fatue 
e Julia, ed in essi l'uso dei teoremi* sulle famiglie normali si è 
mostrato di grande utilità. Il Capitolo IN è rivolto allo studio 
delle famiglio di due variabili: infine nel Capitolo X si introduce 
o si esamina un nuovo concetto: quello dei sistemi complessi di 
famiglie normali ; a base del quale sta la definizione di combi
nazioni eccezionali di funzioni. S’ intende con ciò. date >- fun
zioni f*(x).... fv(x), la esistenza di uno speciale sistema di co
stanti Xo, Xj,... Xv tali che

Ào I- À/1Ç) -4- + ... -4- Kfv(x)

non assuma il valore zero. In particolare si dimostra che date v 
funzioni intere, di cui una almeno trascendente, il numero delle 
combinazioni eccezionali non può superare 2v — 1.

Questa rapida analisi vale a dare una idea del ricco conimi uh»
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del, libro. In quanto alla redazione, dovuta ad un discepolo delTà., 
il sig. JXBarbotte, essa è piana e scorrevole: solo si può notare 
^a scarsezza dei richiami, in qualche punto una scelta delle nota
zioni che potrebbe essere più perspicua, ed un uso forse soverchio 
delle dimostrazioni per riduzione all’ assurdo. Queste minuzie non 
tolgono però nulla al valore delle lezioni del Montel, la cui let
tura è da raccomandarsi ad ogni cultore dell’Analisi, ed in parti
colare ai giovani laureandi delle nostre Università. (s. p.)

G. Fubini-E. Cech : Geometria proiettiva differenziale. Tomo II, 
pagine 406. (Bologna, Nicola Zanichelli, 1927).

Nel n. 5 dell’ anno V (dicembre 1926) del Bollettino, riferendo 
del tomo I di questo Trattato, già detti conto delle sue linee gene
rali, e cercai di mettere in luce l’importanza e l’interesse del 
nuovo indirizzo dato dal Fubini alla Geometria proiettiva diffe- 
senziale; indirizzo che senza dubbio ha contribuito largamente a 
far superare alla Geometria differenziale la crisi che la trava
gliava, in quanto che sembrava destinata ad aggirarsi sempre 
entro gli stessi confini. Perciò ora, nel riferire del tomo II, basterà 
che io accenni al contenuto elei singoli capitoli.

I primi tre proseguono più immediatamente il tomo I, trat
tando ancora della teoria delle superficie dello spazio ordinario.

Nel Cap. Vili (primo del tomo II) si determinano tutte le 
superficie non rigate S che ammettono un gruppo continuo Gr 
(a r parametri) di deformazioni proiettive in se, con r = 1 o r — 2 
(-necessariamente, per precedenti risultati). Quelle che ammettono 
un Gz risultano essere tutte comprese fra le superficie isoterme
asintotiche la cui prima forma fondamentale normale ha curva
tura costante (già determinate nel Cap. VII), e vengono prima 
determinate da tal punto di vista indiretto (§ 71) ; poi da un se
condo, che è diretto ed estendibile anche agli iperspazii (§ 72). 
La ricerca delle S che ammettono un Gx è più difficile e laboriosa 
(§§ 74-78), tranne nel caso (§ 73) in cui le traiettorie di Gx (curve 
di S invarianti rispetto a GJ siano asintotiche di S.

Nel Cap. IX si riprendono le ricerche, iniziate nel Cap. Ili, 
relative all’ intorno (sino al 3° ordine) di un punto 0 di una super
ficie S, sia ripresentando in coordinate curvilinee qualunque risul
tati già dati in coordinate asintotiche, sia aggiungendone dei nuovi. 
Anzitutto da una nuova forma delle equazioni differenziali fonda
mentali (§ 79) vien ritrovata, per la prima volta in coordinate qua
lunque, la nota quadrica di Moutard relativa ad una tangente di S 
per 0. Vengono poi (§ 81) introdótte e studiate certe corrispondenze 
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biunivoche -(c) tra i piani della stella di centro 0 e i punti del 
piano tangente in 0, le quali comprendono, per valori particolari 
della costante arbitraria c, corrispondenze già note : quella subor
dinata dalla polarità rispetto alla quadrica di Lie (c — 0) e la cor- 
rispondenza di Segre (c — — 3). Nel caso di una S rigata V insieme 
delle ï(c) relative a tutti i punti 0 di una stessa generatrice for
nisce poi (per ogni c fissato) una corrispondenza irrazionale tra i 
punti e i piani di tutto lo spazio (§ 82). Nel § 83 si estendono alle 
metriche di Weyl e alle loro geodetiche i risultati dei §§ 15 e 23, 
relativi al caso particolare della metrica di Ri emana di elemento 
lineare F% (la forma fondamentale di 8), e si fa rilevare un altro 
caso particolare notevole (prima inosservato) caratterizzato dal fatto 
che le geodetiche formano un fascio (nel senso spiegato nel § 23). 
Infine nel § 84 si ritrovano in coordinate qualunque le rette cano
niche, già'trovate (Cap. Ili) in coordinate asintotiche.

Nel Cap. X vien proseguito lo studio dell' intorno di 0, spin
gendosi fino al 4° ordine. Strumento essenziale è uno studio appro
fondito delle quadriche di Moutard relative alle varie tangenti 
in 0 .(§§ 85-88), che consente poi (§ 89) anche di assegnare un 
significato geometrico ai più semplici invarianti proiettivi che si 
son presentati (§ 61) nel trattare il primo problema dell’applica
bilità proiettiva. Il capitolo si chiude con l'esame (§ 90) della 
connessione tra le quadriche di Moutard relative a una 8 non 
rigata e quelle relative alle rigate asintotiche di 8, e (§ 91) con 
un nuovo studio del cono di Segre e delle pangeodetiche (già con
siderati nel tomo I).

Nel Cap. XI è esposta la geometria proiettiva differenziale 
dei complessi e delle congruenze di rette, costruita con lo stesso 
metodo usato per le superficie e che conduce a individuare detti 
enti, a prescindere da collineazioni Ç), mediante una coppia di 
forme differenziali del 1° ordine (rispett. di tre o due variabili uf) 
dette perciò fondamentali.

Per un complesso ambedue le forme sono quadratiche : la prima o 
uguagliata a zero dà le sviluppabili (§ 94); la seconda / vien de
sunta (§ 96) dall’ esame dei complessi lineari tangenti al complesso 
in una sua retta, ed è apolare a cp. cp e 7 (o meglio y2) sono intrin
seche ed invarianti per collineazioni unimodulari ; invece per una 
collineazione moltiplicativa p (2) si riproducono moltiplicate per 
p4 e p2, sicché intanto cp: 72 è intrinseco e invariante per colline a-

6) E precisamente da quelle che non alterano V orientazione delle rette 
{nel senso definito nei §§ 1 e 2 del tomo I).

(2) Per queste diciture cfr. la recensione sul tomo 1.
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zioni, e può esser chiamato elemento lineare proiettivo del complesso. 
Ma si possono rendere tali le stesse & e /, normando le coordinate 
di punto (e in conseguenza quelle di retta e le o, /) con legge 
intrinseca e invariante per collineazioni : basta imporre un valore 
numerico fisso (non nullo) a uno degli invarianti algebrici simul
tanei di V e / , considerate come forme algebriche nei differen
ziali [§ 96, c)]. Allora la q normata può assumersi come elemento 
lineare di una metrica proiettiva che consente di introdurre anche 
per i complessi le nozioni di distanza, angolo, geodetiche, eco. : così 
come î: /2 consente di introdurre il concetto di pangeodetiche (come 
per le superficie). Che le / individuino il complesso risulta dalle 
equazioni differenziali fondamentali (§ 97) a cui soddisfanno le coor
dinate di una retta del complesso.

Per le congruenze la prima forma fondamente è la stessa □ 
(ma binaria). La seconda <b è biquadratica, e vieil suggerita dalla 
equazione differenziale complessiva delle asintotiche delle due falde 
della superficie focale (§ 100). Che q e <b individuino la congruenza 
risulta dalle equazioni differenziali fondamentali (§ 101). Esse sono 
intrinseche, e per una collineazione risultano alterate per un fat
tore comune, sicché è invariante soltanto il loro rapporto : ma 
aneli’ esse si possono normale in modo intrinseco e invariante. 
allora si può costruire, anche per le congruenze una metrica pro
iettiva di elemento lineare cp.

Il concetto di applicabilità proiettiva, di 1° o di 2° ordine, si 
estende (da due superficie) a due congruenze o complessi, chia
mando così una corrispondenza biunivoca che operi come una col* 
lineazione (ma senza esser tale) fino all’intorno di 1° o di 2° ordino 
di due rette corrispondenti. E si riconosce che: due congruenze 
o complessi sono applicabili del 1° ordine solo quando le loro 
prime forme fondamentali o si possono rendere proporzionali con 
una trasformazione dei parametri uL di uno di essi; e allora la 
trasformazione stessa realizza l’applicabilità, nella quale perciò le 
sviluppabili si corrispondono [§ 103, A)]. Non esistono coppie di 
complessi -applicabili di 2° ordine [§ 97. _B)J ; invece esistono coppie 
di congruenze siffatte, e il loro studio è interessante specialmente 
per i suoi legami con lo studio degli invarianti di un sistema 
coniugato di una superficie [§ 103, B),..., J)].

Il Cap. XII (ed ultimo) costituisce una introduzione alla geo
metria proiettiva differenziale degli iperspazii, nella quale si esten
dono i metodi usati per lo S3. -

Così si estende immediatamente alle ipersuperficie di un 
la teoria costruita per n = 2, introducendo (§ 104) anche per 

esse le forme _F2, F3, P (con la duale 77); però qui, a differenza 
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del caso -- =2, si trova (§ 107) che in generale le F2, p ^ia sole) 
già individuano la Vn a prescindere da collineazioni, e che quindi 
la Vn non è suscettibile di deformazioni proiettive. Un fatto nuovo 
si riscontra pure quando si vuole (§ 106) nel modo più semplice 
possibile (nel senso spiegato pei' il caso n = 2) normare le coord i- 
nate di punto e di iperpiano tangente (quindi le p con esso 
costruite) e definire la retta da chiamarsi normale proiettiva (pro
blemi strettamente connessi): si trova cioè che non vi è un solo 
metodo possibile, come accadeva nel caso n = 2. Fra le estensioni 
di carattere più strettamente geometrico è dn rilevare (§ 105) la 
(ptadrìca di Cedi che è una elegante estensione della conica oscu
latrice a una curva piana (caso n ~~ 1) e (lolla quad rie a di In E 
(caso n — 2): essa conduce anche alla estensione del teorema di 
Moutard.

'La Va è una particolare varietà di (dementi, cioè di coppie di 
punti e iperpiani appartenenti si, di orbene la preredento
teoria si lascia estendere (§ 108) ad una Vn di elementi di un 

cie-r con d > 0.
Anche la teoria delle superficie rigate svolta nel Cap. I V si 

lascia estendere in un >S'n4.1 con n > 2. dovendosi però distinguerò 
il caso n pari (§ 112) da quello di n dispari (§ 113).

Difficoltà ben maggiori presenta lo studio di una generica U. 
luogo di punti di un per 2 < r < n ; qui (§§ 109-111). a titolo 
di esempio, vi en considerato il caso più semplice di n ~ 3. e preci
samente di una V2 non parabolica di S4.

Il volume termina con quattro notevoli Appendici di vai li 
Autori.

Nella prima G. Tzttzeica espone le idee che lo hanno guidato 
nelle sue ricerche sulle superficie S e sui reticolati R.

Nella seconda E. Bompiani sintetizza un gruppo di suoi inte
ressanti lavori nei quali ha cercato di dare un fondamento geome
trico diretto alla geometria proiettiva differenziale delle curve e 
delle superficie (dello spazio ordinario) che, come si è visto, ha 
ricevuto col presente trattato un assetto a fondo prevalentemente 
analitico. Non è qui possibile accennare alla larga messe di risultati 
da lui conseguiti, e con varii metodi che sono interessanti per se 
stessi perchè passibili di ulteriori sviluppi ed applicazioni (anche 
in altre geometrie). Mi limiterò a notare che la semplicità di alcune 
sue interpretazioni geometriche dell' arco, delle curvature eco. (pro
iettivi) di una curva, delle forme fondamentali normali e dell' ele
mento lineare proiettivo di una superficie mettono ancor meglio 
in luce tutta 1'opportunità dell' introduzione di questi enti avve
nuta per via puramente analitica.
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Nella terza appendice A. Terracini espone alcuni dei risultati 
di geometria differenziale negli iperspazii conseguiti principalmente 
dal Segre, dal Bompiani e da lui stesso. In gran Sparte (§§ 1-7 > 
vertono sulle varietà Vk di un Sn tali che la dimensione degli 
spazii r-tangenti è inferiore di i unità a quella massima consen
tita; ciò avviene quando la Vk rappresenta un sistema di i eqna
zioni lineari omogenee alle derivate parziali fino a quelle di 
ordine r, nel senso che le coordinate proiettive omogenee di un 
punto descrivente la Vk sono soluzioni di un sistema siffatto. Altri 
risultati (§§ 8 e 9) riassumono i noti lavori del Bompiani sulle 
linee cjua si-asintotiche di una Vk (estensioni delle asintotiche di 
una V2 di S3) e sulle varie estensioni dei sistemi conin pati a una 
V2 di un con n>3. Altri infine 10-12) vertono sulle varietà 
luoghi di spazii (in particolare, di rette) studiando quelle che ha inox 
qualche speciale carattere, per esempio il carattere di sviluppabile 
(che può essere inteso in vaili modi).

Nella quarta appendice A. Terracini espone i risultati, da 
lui ottenuti da un punto di vista prevalentemente sintetico, sulle 
superficie aventi le asintotiche (almeno di un sistema) in complessi 
lineari, superficie che nel presente trattato (tomo I. ££ 18 e 49) 
sono state determinate e studiate per via analitica.

( 1. Sann i a

C. E. Weatherburn: Differential Geometry of Jh ree dimensions 
(Cambridge, of the Cniversity Press. 1927. pag. X11-268).

E un trattato elementare di geometria differenziale delle curve 
e delle superficie nello spazio ordinario, condotto con metodo vet
toriale. 17A. (professore al Canterbury College. Nuova Zelanda) fa uso. 
generalmente, soltanto delle nozioni e delle operazioni più elemen
tari relative ai vettori e ai campi vettoriali: il suo calcolo, a parte 
le differenze nelle notazioni, è assai vicino a quello di Burali- 
Porti e Marcolongo. usato ad esempio negli Elementi del 
Si BUIA Ni (Alan. Eoe pii. 1924). In complesso, si deve riconoscere 
che l'A. dà una esposizione di notevole semplicità e spigliatezza. 
Va notato però che. forse per conservare dappertutto al suo libro 
un carattere elementare e introduttivo » (pag. V). l’A. non fa 
alcun uso dei simboli di Christoeeel e Riemann, nè ricorre mai. 
comunque, a procedimenti o a nozioni di calcolo differenziale asso
luto. 31a questa può dirsi una semplificazione? Le classiche Lezioni 
del Bianchi, a cui pure (come ai trattati del Forsyth e del
l’ Eisenhart) l'A. dichiara di essersi ispirato nella preparazione 
del suo volumi», mostrano nel modo più convincente come riesca
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rimunerativa l’introduzione di quei simboli: e d'altra parte ciò 
ehe vi era in essi di innegabilmente arido e astratto, dopo la 
memoria del Levi-Civita sul parallelismo e i consegui enti studi 
del Weyl e del Cartan è ormai scomparso. È ben noto come la 
nozione di parallelismo, o di connessione, conduca a quei simboli 
in modo del tutto naturale.

Ma, tornando al Weatherburn, indicherò ora sommariamente 
gli argomenti trattati nella sua opera: soltanto sull’ultima parte 
di questa mi tratterò un po' più a lungo, perchè è la parte più 
personale, e quindi più nuova e interessante.

Dopo una Introduzione sulle notazioni e formule vettoriali. 
l'A. svolge nel Cap. I lo studio delle carré con torsione, e nel 
Cap. Il quello degli inviluppi. o superficie svii oppa bili. Indi passa 
alla teoria delle superficie: dà. nel Cap. HI. le primo nozioni fon
damentali (coordinate curvilinee, forme fondamentali), e svolge 
nel Cap. IV gli elementi dello studio delle carré su di una super
ficie. Nel Cap. V introduce le equazioni fondamentali e le equa
zioni di Gauss e Codazzi: enuncia, senza dimostrarlo, il teorema 
relativo alla determinazione della ‘superficie mediante le suo «lue 
forme fondamentali. Il Cap. VI è dedicato, principalmente, alle 
linee geodetiche e ai sistemi di curvo geodeticamente parallele: nel 
Cap. VII si studiano le guad riche (abbastanza ampiamente) e poi 
le superficie rigate. Il Cap. Vili svolge le nozioni fondamentali 
relative alle evolute ed evolventi dello superficie, alle superficie 
parallele o inverse di una data. L'A. viene poi (Cap. IX) a stu
diare brevemente le rappresentazioni eoa fonai di una superficie 
su di un' altra, e dà un cenno sulla rappresentazione sferica e 
sulle superficie minime. Nel Cap. N sono trattate, in modo ele
mentare. le congruenze di rette, e poi si ha un cenno sulle con
gruenze di curve: nel Cap. XI troviamo i primi elementi dello 
studio dei sistemi tripli ortogonali di. superficie.

Fin qui. salvo la forma vettoriale, e la limitazione alle parti 
meno complesse della teoria. 1' esposizione non si scosta in modo 
notevole dalle trattazioni usuali, che prendono le loro linee generali 
dalle Lezioni del Bianchi. Nel Cap. XII (Invarianti differenziati 
per una superficie) e india Conclusione ( Citeriori recenti progressi]. 
l'A. dà invece conto di alcuni suoi risultati personali, da lui otte
nuti quando l'opera era già in corso di pubblicazione, onde tali 
risultati non hanno potuto venire incorporati nelle parti dell'opera 
a cui si riferivano. L'A parte dalla considerazione di campi scalari 
e vettoriali assegnati su di una superficie, pei (piali campi egli 
determina dei sistemi di invarianti differenziali, scalari e vetto
riali: la novità interessante sta nel considerare campi di vettori 
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spaziali, non soltanto tangenziali, applicati ai punti della super
fìcie. A questi campi FA. estende, fra F altro, le nozioni di diver* 
genzà e $i rotore. Tra le svariate interessanti applicazioni che poi 
F A. dà di queste nozioni, questa è particolarmente semplice: la cur
vatura media J di una superficie di un punto è data da J= — div n, 
ove n è il vettore unitario normale, opportunamente orientato. Altre 
formule semplici sono stabilite per la curvatura totale K (pag. 231, 
235, 262). Siccome, estendendo anche ai campi vettoriali a una 
dimensione (campi di vettori dello spazio applicati ai punti di una 
curva) le nozioni da lui stabilite pei caippi a due dimensioni, 
FA. trova per x e —r2, (x e r essendo la la e la 2a curvatura di 
una linea gobba) espressioni del tutto analoghe a quelle trovate 
per J e per 2K, egli usa le denominazioni: prima e seconda cur
vatura al luogo delle usuali : curvatura media e totale.

Noterò ancora: detto t il vettore unitario tangente a una curva 
sulla superficie, ed n il vettore unitario normale a questa, le com
ponenti di rot t nelle direzioni di n, di t, e della normale comune 
t/\n sono la curvatura geodetica, la torsione geodetica e la cur
vatura normale della linea considerata (pag. 250). Se invece di 
una linea, consideriamo un sistema oc1 di linee sulla superficie, 
div t = 0 è. F equazione della linea di stringimento del sistema, e 
quindi, F annullarsi identico di div f è la condizione perchè le 
curve siano parallele (pag. 258).

Due brevi Note, relative la prima all’angolo di due direzioni 
tangenziali, la seconda alle curvature di una superficie, chiudono 
il volume : il quale porta anche, opportunamente scelti e raggrup
pati alla fine di ciascun Capitolo, molti interessanti esercizi.

Enea Bortolotti

G. Julia: Éléments de géométrie infinitésimale, (Paris, Gauthier- 
Villars, 1927, pag. VI-242).

Questo libro, come FA. avverte nella prefazione, ha special- 
mente lo scopo di « servire d’ introduzione allo studio dei trattati 
di Geometria Superiore, del tipo di quello di Darboux ». Si tratta, 
in effetto, di un corso di lezioni, svolte dall’A. alla Sorbona, sulle 
Applicazioni geometriche del Calcolo. Dunque lo studio della geo
metria differenziale (metrica) delle curve, delle superficie e delle 
congruenze di rette (nello spazio ordinario) viene soltanto abbozzato, 
e condotto fino ai primi più essenziali risultati, senza uscire dal 
campo elementare. Però gli argomenti trattati ricevono uno svi
luppo ampio e minuzioso : sia nell’ ampiezza della trattazione di 
certe teorie che )neglio si prestano a dare utile illustrazione o 
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applicazione di nozioni e di teoremi che si sviluppano nei corsi 
di Analisi, sia nell' accuratezza e nel rigore della esposizione — con
dotta con metodo prevalentemente analitico, pur senza rifuggire da 
procedimenti sintetici quando se ne presenti 1’ occasione — F opera 
si scosta notevolmente dalle esposizioni delle « applicazioni geome
triche », quali esse vengono date usualmente nei corsi di Calcolo.

Riguardo al metodo seguito dall’A. nella sua esposizione, è 
interessante anche il notare che egli usa, volta a volta, secondo 
la natura della questione trattata, procedimenti vettoriali, o il 
metodo delle coordinate: ai primi ricorre per semplificare gli svi
luppi relativi a questioni di carattere generale, mentre nelle que
stioni particolari egli usa invece sistemi di riferimento scalare 
scelti in modo opportuno. In questo modo, FA- tende a render 
famigliar! al lettore entrambi i metodi, e insieme, a dargli una 
chiara visione dei vantaggi particolari che ciascuno di essi pre
senta, e a guidarlo nella scelta deL metodo più appropriato per la 
trattazione di una questione determinata.

Si può dire, in complesso, che lo scopo di fornire un collega
mento tra le teorie dell’Analisi e quelle della Geometria Differen
ziale, e di formare solide basi per ulteriore studio di queste ultima 
teorie, è assai ben raggiunto.

Verrò a un breve riassunto dell’opera. Dopo alcune generalità 
sulla rappresentazione analitica delle curve e delle superficie, 
F A. dà, nel Cap. I, anzitutto un’ ampia e rigorosa esposizione 
della teoria del contatto (da un punto di vista esclusivamente metrico, 
basandosi su un’ accurata valutazione della parte principale della 
distanza di una curva o di una superficie da un punto che ad 
essa si avvicini indefinitamente). La teoria del contatto viene poi 
applicata allo studio degli inviluppi, svolto anche questo in modo 
ampio e completo: è particolarmente notevole lo studio che FA. 
svolge sulle congruenze di curve nello spazio, e sui punti e le falde 
focali di tali congruenze. Indi FA. viene ad applicare le considera
zioni prima svolte per le curve qualsiansi, al caso delle famiglie 
ad I o a 2 parametri di rette nello spazio, studiando le superficie 
rigate, sviluppabili o gobbe, e poi le congruenze di rette. L’estesa 
trattazione che troviamo per questi ultimi enti geometrici si scosta 
assai dalle trattazioni ordinarie: essa è condotta in buona parte 
con metodo sintetico, e viene completata nei successivi Capitoli 
dallo studio delle congruenze particolari, formate dalle normali a 
una curva o ad una superficie, studio in cui si inquadrano bene 
molti noti risultati.

Il Cap. II è dedicato alla teoria delle curve nello spazio. Dopo 
avere introdotto e studiato gli elementi osculatori a una curva in 
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un punto, FA. viene ali' esame delle proprietà intrinseche di una 
curva; dedica poi qualche pagina a curve particolari, come le 
eliche cilindriche e le curve piane.

Il Cap. Ili si inizia con uno studio delle proprietà generali 
delle superficie e delle linee tracciate su di esse; per queste ultime 
si giunge fino ai classici risultati di Meusnier, Eulero, 0. Bonnet. 
Indi FA. sviluppa le proprietà essenziali delle linee di curvatura, 
dei sistemi uiugati e delle linee asintotiche: poi espone varie 
interessanti considerazioni (a cui ho già fatto allusione) sulle con
gruenze normali, e uno studio particolarmente notevole sulle rette 
singolari di una congruenza.

Il Cap. IV, infine, tratta il problema della rappresentazione 
di una superficie su di un’ altra, con particolare riguardo alle 
rappresentazioni isometriche e conformi. Chiudono F opera due 
brevi note sugli elementi immaginari e sul calcolo vettoriale.

Enea Bortolotti

H, L. Rietz: Mathematical Statistics. Chicago, « The open court 
publishing company », pag. VII-f-181. prezzo 2 dollari.

Questo libro è il terzo della Collezione « The Carns Mathe
matical Monographs ». Secondo gli intenti della fondazione il com
pito di questi volumetti consiste nel divulgare le teorie matematiche 
rendendole più accessibili e attraenti ai molti che si interessano 
di matematica ma non sono specializzati nella teoria presentata.

E, come gli altri della serie, anche questo assolve lodevol
mente il suo compito. Il libro è diviso in sette capitoli di cui il 
primo espone la natura del problema e il secondo, con esempi 
semplici, il concetto di frequenza; il terzo tratta delle curve di 
frequenza e il quarto della correlazione. Gli ultimi tre capitoli 
riferiscono sulle fluttuazioni del caso, sulla teoria di Lexis e sulle 
serie di Gram-Cha ulier.

La veste tipografica, molto chiara ed elegante, rende anche 
più attraente la lettura del volumetto. G. S.

J. A. Schouten: Der Ricci-Kalkül. Springer. Berlino, 1924, X4-311.

In questo trattato di calcolo differenziale assoluto F A, ha 
messo a profitto i suoi numerosi e noti studi sull’argomento. Il 
libro è diviso in sette capitoli, di cui il primo e il secondo con
tengono la parte algebrica e analitica del calcolo, mentre il terzo 
contiene la parte più importante per la teoria e le applicazioni; 
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cioè lo proposizioni sullo condizioni di integrabilità o sul problema 
di Peace.

I tr<* capitoli seguenti trattano delle applicazioni a diverse forme 
di trasporto: cioè al trasporto per affinità, al trasporto secondo 
Riemann e a quello second Wevl. Infin«» 1' ultimo capitolo tratta 
della riduzione per invarianza di grandezze di grado superiore.

II libro, dopo (piasi tre anni dalla sua pubblicazione, è troppo 
noto perchè sia necessario e utile un cenno pili dettagliato.

o. o.

R rxii e und H. König: Vorlesungen über n it ineriscile* liait neu. 
Con 13 figure e VI l-t-372 pagine. (Die Griiìidlehren der mathe
matischen Wissenschaften in Einzehlarstel I u 112**11. Rand XI). 
Julius Springer. Berlin. 1924.

Ci piare di richiamare ('attenzione sulla presente opera, uscita 
poco pili di tre anni fa. nella ormai ricca collezione diretta da 
R. Courant. Tale opera, chi» contiene sostanziai mente le lezioni 
che gli Autori professarono successivamente nella slessa l’niversità 
di Göttingen, ha eminentemente quelle doti di praticità necessarie 
a lavori di tal»» natura. I successivi Capitoli si riferiscono ai se
guenti argomenti: Il calcolo numerico e le sm* medie ausiliari**. 
Equazioni Lineari. Il calcolo del pareggio. Le funzioni razionali 
intere. 11 calcolo mediante serie. Equazioni ad un* incognita. Equa
zioni a più incogniti*. Approssimazione d' una funzione arbitraria 
mediante dati» serie. Integrazione e differenziazione numerica. Inte
grazione numerica delle equazioni differenziali ordinari»*. Risolu
zione degli esercizi! proposti successivamente in precedenza. E <la 
augurarsi che un tal»* libro sia. aneli»* fra noi. di guida mi fre
quenti calcoli numerici eh«* si presentano nello studio della mate
matica. dell* astronomia e della fisica. o. /.

L. Bieberbach: l)ifferenti(dgleìdiungen. Seconda »‘dizione, con 22 fi
gure e X t 358 pagine. (Dii* Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen. Band VI). Julius Sprin
ger. Berlin. 1926.

Questo libro, del valente professore L. Bieberbach dell* Uni
versità di Berlino, che ha già ricevuto largo consenso, non può 
certo passare inosservato ai lettori del Bollettino . L* opera è 
divisa in quattro parti: nella prima part»* vengono trattai»* I»* equa
zioni differenziali ordinarie del prim'ordin»* (capitolo 1: Metodi 
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elementari d'integrazione; capitolo II: Il metodo delle approssi
mazioni successive e sue diverse applicazioni; capitolo III: Discus
sione del cammino delle curve integrali: capitolo IV; Equazioni 
differenziali del primo ordine nel campo complesso): nella seconda 
parte sono trattate le equazioni differenziali del second* ordine 
(capitolo I: La esistenza delle soluzioni: capitolo II: Metodi ele
mentari d’integrazione; capitolo III: Discussione del cammino 
delle curve integrali ; capitolo IV : Equazioni differenziali lineari 
del second'ordine nel campo complesso); la terza parte* tratta delle 
equazioni alle derivate parziali del prim'ordine e dei sistemi di 
equazioni differenziali ordinarie: la quarta parte, infine, tratta 
delle equazioni alle derivate parziali del second'ordine* (capitolo I: 
Generalità: capitolo II: Equazioni differenziali iperboliche: capi
tolo IV : Equazioni differenziali paraboliche).

Ciò che si deve* rilevare* sopratutto a favore* del libro, è la 
chiara e sistematica esposizione* a cui F Autore è* pervenuto me 
dian te un note*vole contributo di ricerche* e* di perfezionamenti 
personali. o. i.

R. Courant; Vorlesungen über Differential und Integral rechn a ng.
Band I: Funktionen einer Veränderlichen. Julius Springe*!*. 
Berlin. 1927. (Pagine XIV-u410. 127 figure*, prezzo RM. 18.60).

Il presente primo volume dell'opera, che l'esimie) fondatore* e 
direttore dei « Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 
in Einzeldarstellungen » dedica alla sua Signora, merita d'essere 
segnalato anzitutto per la completa originalità nell' ordinamento e 
nella scelta della materia. Il Calcolo differenziale ed il Calcolo inte
grale non sono qui trattati separatamente, ina contemporaneamente 
in modo graduato, con una chiarezza ed un rigore ammirevoli: da 
tutto il libro trapela poi l'intimo legame fra i concetti analitici e 
le applicazioni. Il capitolo I contiene degli argomenti preparatori ; 
il capitolo II tratta i concetti fondamentali del Calcolo differen
ziale ed integrale ; i capitoli III e IV s' indugiano sul calcolo dei 
differenziali e degli integrali; il capitolo V contiene numerose 
applicazioni alla geometria, alla meccanica ed alla fisica; il capi
tolo VI è dedicato alla formula di Taylor ed alla formula d'in
terpolazione di Newton ; il capitolo VII accenna ai metodi numerici 
di calcolo: il capitolo Vili tratta delle serie in genere ed in par
ticolare delle serie di potenze; il capitolo IX è tutto dedicato alle 
serie di Fourier; il capitolo X, ed ultimo, considera le equazioni 
differenziali nei casi oscillatori più semplici. È da aggiungere che 



RECENSIONI 61

ogni capitolo è corredato di un’appendice, la lettura deliri quak 
può essere omessa dallo studente in un primo studio.

Ciò che si deve dire, terminando, è che i notevoli pregi sopra
detti, l’ottima veste tipografica, le numerose e belle figure, fanno 
prevedere che tale opera avrà fortuna e fra gli studenti e fra gli 
studiosi. (j. i.
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