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PICCOLI NOTE

La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche ().

Nota di GrovasNt SAX=oNE (a Firenze).

1T prof. M. Creonia con una brillante sepie i Note () rinsel
a stabilive una formula di visoluzione apivistica delle congraenze
hinomie, Successivamente il prof. G. Sconrza 3 facendo uso della
formula di interpolazione di Lacraxar, diede in una sun Nota in
modo suggestivo ragione della strattura della formula del prof. Ci-
porLa. Per le congruenze binomie di grado o modulo potenza i
un numero primo il prof. G. MiaNost (Y meree impiego detla
serie binomiale pervenne con procedimento elegante alla costru-
zione di una loro formula risolutiva.

Lo Tettura di queste interessanti note ¢i spinse a studiare il
jn'uhlul]l:l della risoluzione delle congruenze di terzo. ¢ quarto

(1) Lt memoriin sardc pubbificata negli - Aanali di Matewatiea -,

2y M. Creonun: oy Fornade di visoluziowe della congrieenzea hivoniio
quadratica e biqguadratica. (+ Rend. della R Aces delle Scienze fis. e onat,
di Napoli », gennaio 1905): b) Sulla risoluzioue apivistica delle congrieize
hinomie secondo wn. wmodulo primo. (« Math. Ann. -. Bd. Lo XTTL 1906) -
¢y Sulla risoluzione apivistice delle congruenze binowie. Note 1% ¢ 2
{« Rend. della R, Ace. Naz. dei Lincei s, fase. 82 ¢ 9% del vol. XV delia
serie 5% 19 sem. 1927).

(%) G. Rcorza: La visoluzione apirvistica delle congrucieze hinomie ¢ T
formula di interpolazione di Lagrange. (« Rend. della R, Ace. Naz. dei
Lincet », fasce. 7° vol. 111, 19 sem. 1926).

) G. Micxosi: La convergenza i wn coanpo di integriti finito ¢ la
risoluzione apiristica delle congruenze binomie. {« Rend. del Cire. Mat. i
Palermo, t. L. 1926). '
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zrado e qui, in guesto riassunto, esponiamo quanto riguarda la
risoluzione delle congruenze di terzo grado ().

La questione sembra assai facile, perche ¢ da presumere che
sin possibile superarne le difficoltad trasportando in un campo di
integrita finito qualcuno dei noti procedimenti per la risoluzione
delle equazioni cubiche (?), ma ciascuno di questi procedimenti
suppone 1’ esistenza di una radice cubica dell” uniti. mentre la con-
gruenza

>+ + 1 =0 (mod. p)

& impossibile, anche nel campo di Gatvss. per p della forma 124+ 5.

Ne segue che lo studio generale delle congruenze cubiche ri-
chiede una trattazione diretta, e qui voglianmo indicare i risultati
ronseguiti. )

Data una congruenza cubica rispetto ad un modulo primo p.
con p3=2. 3, essa pud sempre ridursi con una conveniente tra.
sformazione lineare o ad una congruenza binomia, o ad una con-
eruenza del tipo:

1) 28+ ax + a =0 (mod. p): [ | 0O}

Posto:

Dty =1, Dyja)=0. Dya)=u«.

3 fe— k—2 F—3
Doty = (é)a" — (P > 1)((7-'—’ 4 < n )a"‘—’w ( " )(r"—3+- o

- k1
—+ {-— 1)”( o )a"‘—":

(9 1 risultati velativi alle congruenze biquadratiche sono contenuti in una
Nota in pubblicazione nei « Rend. della R. Ace. dei Lineei: faremo fra poco
tempo noti 1 risultati relativi alle pitnt generali congrucnze di quarto grado.

3 Il prof. U. Scanris in una sua Nota: Tutoruo alla risoluzione per
radicali di wun’ equazione algebrica in un campo i (alois (< Poriodico i
Matematiche ». ser. 111, vol. IX, p. 73, 1911) cereo di applicare la formuda
vardanica alla risoluzione di una congrnenza cubica e constatd che in certi
cisi essa diventa illusoria guando la congruenza ammette tre radiei ed
efficace quando ne possiede una sola, mentre in certi casi succede il con-
trario. ma non si pose la questione generale della risoluzione delle con-
aruenze cubiche, In un suceessivo lavoro: Inforno all’ interpretazione della
teoria i Galois in un campo di razionalite finito (< Annali di Matematica »,
t. XXTII. ser. 111, 1914) prese in generale a studiare le congruenze col
proposito di accennare alle modificazioni che potrebbe subire la teoria di
fiaLos ove si volesse applicare ad equazioni di un campo finito di inte.
ariti. Conviene pero a questo proposito nptaro che abbiamo costruito la
formmnla npiristiv;fdi risoluzione di una congruenza cubica anche nel caso
diure modulo primo della forma 12k 435, mentre in questo caso la sua rviso-
Inzione non pud farsi dipendere dalla risoluzione di congruenze hinomie,
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con

e
+ {-— 1)t (2)1+1>(Lk"
COn
. k_w
’”'[ 3

troviamo che la congruenza (1) ha tre radici incongrue modulo 4
allora e allora solfanto che sia:

2) D,_,ta) =0 (mod. p) fee 1 0J.
Lia congruenza (1) ha una ¢ una sola radice allora softanto
che si abbia 4¢ + 27720 (mod. p) e il valore del polinomio
= ’
Wy = [+’ + X 2¢c,a"|(4a + 27y —*
1

L _p—2 b= s p—1 T
U P==6l 4+ e s ==y se p="=06l + 7. ¢ con

/(p—3 p—i p—3 p—3
(Y - o
C,-:‘_I'I 4 5 0 5 )

L op—3 —3 \ )—3\ /p—:
[ 5 <r-1>>(p2 ~—4r—2>) (pz >(J'_> *"\
; 2r—1)  /\ 2(r—2) 0 2p—1

| — \ /p—3 ; 33 \ p—3
| p;)}_ r po”‘“"‘“ (pT.)“ )(12 —lre
| 2y 2(r — 1) \ 2 I\ 29 4 1 :

2
soddisfa la congruenza:

B3) 27 + 4a]d¥(a) — [27 + 4ajad Ya) +[9+a)e® Ua) — @ =0 (mod. p).
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La soluzione della congruenza proposta & data dalla formula:
x = — [a% — 3Ua)]/[¢’ — 2Ua)].

Infine la congruenza (1) & impossibile per tutti i valori di «a
che non soddisfano né la (2} né la (3) e non siano congrui con

5

2
lo 0 e —711 modulo p.

_ Quando la (1) abbia tre radici incongrue, col metodo del prof.
Scorza si indiea il procedimento per la costruzione di tutte le
tormule risolutive della congruenza (1). in numero di 3" essendo

_H ) — 1
p—2 se p=2> (mod. 6} ¢ ki -:1 G ‘ se p==1 (mod. 6).

h= 6

Si presenta poi la maggiore questione di assegnare in funzione
esplicita di @ nna formula risolutiva della (1) nel caso che essa
abbia tre radici: si ottiene allora il semplicissimo risultato. Se le
tre radici della (1) non hanno lo stesso carattere quadratico mo-
dulo p, quella radice che non ha il carattere delle altre due ¢
data dalla formula:

p 3
{4) x=(—12%D ,A,(u) D, sa) (mod. p).

2

Si ha confemporaneamente il seguente risultato fondamentale
per la risoluzione delle congruenze di quarto grado: la congruenza
(1) ha tre radiei che hanno lo stesso carattere quadratico mod. p.
allora e allora soltanto che si abbia:

1)41 3
(— 1?2 p—;((l’** 2 pﬂ,((l)_ﬁ 0 {(mod. p).

Quando la (1) abbia tre radici con lo stesso carattere quadra-
tico modulo p. indichiamo la forma da assegnare ad una trasfor-
mazione lineare, perche la {1) si muti in an’altra congruenza dello
stesso tipo le cui tre radici non abbiano lo stesso carattere qua-
dratico modulo p. e percid risolubile con la (4).

Determinata con la (4) una radice @, della (1), le altre due ra-
tici wy 0wy i determinano con le formule:

k k

Dp e D e
20, = 3 —xy,. 2ay = -

Pl (mod. p),
)

exsendo

flxi=a® +ax+a, « = — a?(4a + 27) (mod. p).
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Prendiamo poi a studiare particolarmente il caso p—~6h + 7,
¢ sempre nella ipotesi che la (1) abbia tre radici. dimostriamo
chie se per x prendiamo una radice della congruenza (possibile)

@ — 9% — 322 = 0 (mod. p).

ta trasformazione lineare

_ : 9z — 2a
2 = S R T
(5) = (xy + DI\ + 05,775
muta la (1) nella congruenza binomia:

s (27 + da)(2e — )

(6) Yy 2 £ 3 =0 (mod. p)

risolubile colla formula del prof. CiroLLA.

Sempre nel caso p = 6h + 7 e nelle ipotesi 1°) che le tre radici
della (1) non abbiano lo stesso carattere cubico, cicé per ¢ valgono
le relazioni :

Dp:ua) 24-0. Dy 7(@=[=0 (mod. p).
3 kR .

2° che per il numero @ si abbia

piz
3D, _qola) |-2(— 1) * D, _z(a) (mod. p).

3 3
allora il numero » dato dalla formula:

p+2

(7) 2= (—1) * D,_4(@)] D, (@) (mod. p)
ED 3"

¢ una radice della congruenza (1).
Ne abbiamo invece:
pt2
Dy oty |20 Dy ey 00 3Dp_ggla) = 2(—1) 3 D,,_z(a) (mod. p),
R 2 _ "3”

g

3 3 3

allora, se nella (3) poniamo il valore di « fornito dalla (7), la (1)
si trasforma nella congruenza binomia (6).

Diamo infine la risoluzione delle congruenze binomie cubiche
vispetto ai moduli p"; gqui abbiamo fatto notare esplicitamente come
data una radice semplice = della congruenza f(x)==0 (mod. p), I’ ordi-
nario metodo di NEwWTON per la risoluzione numerica approssimatai
delle equazioni algebriche, applicato alla radice o successivamente
1. 2. 3,... volte, permette di costruire una radice della congruenza

fley =0 rispettivamente per i moduli p?, pzz, pgs,... .
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Abbiamo fatto seguire al lavoro due Tavole numeriche per la
visoluzione delle congruenze cubiche col modulo p primo inferiore
a 100, le quali ammettono tie radici oppure una sola.

Fivenze. novembre 1927.



