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N BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Una configurazione notevole di “ reticoli ,, sopra una superficie
dello spazio ordinario.

Nota di EvceExto (i, TocLiatti (a Genoval

1. Sia data. nello spazio ordinario. una superficie generica ¥
in coordinate asintotiche w. »:

ny, a0 = . ) (i=0.1.2. 3.

(1} SBIRANL, Elementi di Geowmetria differenziale. pag. 151,
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Le coordinate proiettive omogenee 2 d'un punto di F siano nor-
mate al modo di WILCZYNSKI (Y); esse saranno percid quattro so-
luzioni linearmente indipendenti d'an sistema di equazioni alle
derivate parziali del 2° ordine del tipo:

(2) W+ 2h. + fr =0, 2, 4+ 2d'x, + go=0.

Gli indici #. ¢ indicano derivazioni; i coefficienti «’, b. f. g sono
legati fra loro da tre relazioni. condizioni d’integrabilith del si-
stema (2). che non occorre qui trascrivere (),

1T equazione differenziale: )

di? — suvyde? =10

definisce su F un sistema doppio coniugato S, di linee. o« reti-
colo » (3). L linee del reticolo sono le linee intég‘rali delle due
equazioni di =z dde =10, ove k:.\,/—é": percid. detti gluv). s{ur) due
integrali rispettivamente di tali equazioni. esse si potranno rap-
presentare ponendo = cost. 5 =rcoxt. Le linee di S, sono caraf-
tevistiche (4) (lull'u(pl:iﬁoh«u combinazione lineare delle (2):

WA, w200, = 200 v (13— gl = O
assumendole pereio come nuove linee coordinate su F. 1 equazions
trasformata della precedente non deve contenere o, oo (4). Fa-
cendo il cambiamento di variabili, ¢ badando che:

ey oo =00 — e 5, =0
e quindi anche:
. . NN N
o T R M =03, A 0, — ),

- a

i
+
I

T AN, A=),

=i trova infatti. come equazione trasformata. la seguente:

Wm0k, =247 — 2603 K, — Ay, — 20" 4= 2HK3
oA B, >, pE, X+
I At R

432, 3, o

(") WiLcezyNski. Projective Differential (Geonietry of Curved Surfaces. 1.
« Trans. Amer. Math, Soc. . 8. 1907, pp. 233-260.

3} Adoperando le coordinate normali del FURiNt (v. per ex.: Funixi-
Cren, Geometria proieftiva differenziale. § 16} i pochi ealeoli che qui oe-
corrono sarebbero riusciti alquanto pite complicati.

3) Adottiamo questa locuzione in luogo dell’altra. molto usata. i
< veti », perche quest'ultima parola ha gia il suo significato in altre parti
della geometria.

t4) Darsovrx. Lecons sur la théorie yénérale des surfaces. 1.2 ¢d. p. 193,
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Applicando a questa la ben nota trasformagjone i LAPLACE
e DarBOUX, si deducono' dal punto generico , i F que m;ovil
p}mﬁi M, M, situati nel piano tangente ad g i %, ed aventi ri-
spettivamente le coordinate:

A, — W, — 2a’ — 2033

— h, — A Dyt -5
Xy -+ R x, X, + k w2 4 223 .
) 32 AT
3 . 4/\~‘5“
D’ altra parte si ha:
Ly ==Xy 0y ~F LgTyy Ly == — )‘x?Fu -+ >\x75” :

e gquindi:

W Vi h

1 1 1 1
Bo =5 | Tu + 5 & |y B =5~ xu‘—j(ﬁﬁ)i

10 2 a s b1 i A L) .
percid come coordinate omogenee di M, M’ si posson prendere vi-

spettivamente :

[ — 2003) — (W, + 2a)J + 202, 4 g
[— (O — 2003) — (W + 20" ) + 202, — 2

E riferendo i punti del piano tangente ad F in 2 ad o 2,
- PR

come punti fondamentali, le coordinate di M, M’ entro tale piano
vengono ad essere: ‘

3) per M: (h, — 2003 — (W%, + 2a'), 22, D .
' per M’: — (A, —2b0%) — (A%, + 2a'). 202, __ 9.

2. Si consideri ora su F un secondo reticolo S,:
du® — Yuvydo* =0:

ponendo ».—= V1, si trovano analogamente, nel piano tangente ad F
in x, i punti:

N
3 N: (v, — 2bud) — (uu, + 2a7), 2u?
N “‘"2’ - 2’):’*3) - (fj‘y'u -+ 20/) s 2wk —

{5

bt

1\

",
¥

Pensando M, M’; N, N’ come due coppie di vertici opposti di
un quadrilatero completo, se ne deducono con costruzioni lineari
i due ulteriori vertici .opposti P, P’, come intersezioni per es. delle
coppie di rette MN, M'N'; MN’, M'N rispettivamente. Ponendo per
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Wi momento:

ey e 3 Dy [Z— BN i >
BT b 2 b=, = 2003 v - 20 3 =, o 2Dl

e

un facile caleolo fa trovare lo seguenti coordinate per PO

Yo 2 AR ) R .
Prs —ud0s — u®) — G - oua)ity - uta).
Y 5 . Lo .
. ZNL(A = )2 = w2y 200 s w0 e )
{9} P G e )2 , R . o
SR I A — ) — (08 - w0 - 0 78).
S A A N e ) e 200 b w25 — s

Ora. & hen noto dalla gyometrin proiettivie elemoentare che e
tre coppie di refte che proiet ko da e lo tre coppie di vertici oppo-
st MO NN PO del quadrilatero completo appartengono ad
una stessacinvoluzione: la quale non sard altro ¢he I'involuzione
delle tangenti coniugate di F nel punto o avendo in comune con
essa Lo due coppie wMoeI N 2N Ne sogue che anche leopette
2l P’ savanmo tangenti coningate di Foin . Ripetendo questa
costruzione per ogni punto di F. si viene a costruire un terzo
reticolo Ny:

det — ey e 20

aove
) = 2y W, 4 207 — 0L, 4 20
Wy em ol T - M, — 20wy — g, — 2013

3. Ni possono scegliere 7w in modo che 0P siano proprio
i due teasformati di Larrace del punto o per il reticolo 532 A tale
scopo. le espressioni (3) dovranno esser proporzionali rispetfiva-
mente a gueste altre. analoghe alle (3). (4):

P: v, — 2098 — (wy,, = 207y, 23 2y
Pi—v,. -

2093) — {vv,, -+ 2¢/). 2 = 2y

{1bo seambiare qui P con P porta solo a cambiave il segno di v).
Si trovano cosi. oltre la (6). le due condizioni:

Jo— ) (R — vy vy —ux) du(h ) (A8 - uB) + (ke - 0.7)

v Ty, ——2bv3) — (v, +-2a) T v - (v Ol 4 (v, - 20)

tio6, riducendo a forma intera. poi sommando e sottracndo. e divi-
dendo rispettivamente per A ou:
iS4 vy) == dudy, = 2093 4 0, 4 2a0).

v - 2} = )C”(vvu_ 200"} -+ Judy, - 20v3).
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Infine, dopo semplici trasformazioni, le tre condizioni frovate di-
ventano:

2007 — v - Dhuy) == du(uk, — k) —+ Hur, — Ju,)
[ 207 - VI A D) = wivn, — uv, ) 4 My, — uv,)

2(v? — W’ - D) = vhhy, — v} = uldy, — vl

La simmetria di queste formole rispetto a % u.v prova intanto
che la circostanza richiesta si presenteri sempre e solo quando la
costruzione indicata, applicata a due gaalungue delle tre retio con-
duce sempre a trovare la terza.

Ma le (7) si possono integrare facilmente. Percid si conminei
col sostifuire ad esse le tre che se ne ottengono o sommandole
senz altro, oppure sommandolé dopo averle moltiplicate una volta
per vz 22wk ed un’altra ~volta per 2w u®L v si trovano cosi e
equazioni seguenti, delle guali le prime due non contengono a'. b:

{02 — V3K, 4 (92— WY, (A2 — uly, = 0

- 2 v Ay » < gy
(Y} (:Jf——Vb} +(V‘——/c)1
. '

B

+ (3 — y.'-’):r =0

2 A Hruv)S0Pur(0t — u?) = Eiﬁyﬁ(y.}\” XU I By RTAA VXYY Y0 S AN )

Introducendo 2.4, 7 queste equazioni diventano:

A e L7

¢

o (=G -

He' -+ l)\;b‘;]L,L\f — ) = Yobibe, — wb,) - VobyStho, — o).

Lo prima di esse si pud anche serivere:
1

(2 — by — 2he — (7 — 2o — P), =02

(/~> = 0.

Analogamente, la seconda delle (7). che si deduee dalla prima

da cui =i ricava:

=m0

seambiando z ooy oy con LT el daric
o

‘ 2y
1
1% ‘J)
Lo T R ]
11 s
7
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L LY ¢ b e :
Segue che Te due quantita - -~ L L gsono funzioni rispettiva-
. < Y y
7

.-

7
A

4
mente solo di # e solo di w: percid il loro quoziente " sarivil pro-
/‘ -
dotto d"una funzione i % per una i ». Lo stesso pud dirvsi. ana-

logamente, dei quozienti sicehe, indicando con UL U, U tre

-0

7
funzioni di w. con V., V,. V, tre funzioni di #. ¢ chiamando = un
fattore di proporzionaliti. si potriv porre:

Sostituendo  gqueste espressioni di o, by nelle due prime equa-

ziont (7)) =i trova. dopo facili viduzioni:
I8) UL — ) =00 UV VY, — P17 =0

(yni =i possono indicare le derivate con accentil
L identith cost trovate sono della forma:

Sy fey—0 (F= 1. 2.3

dac cul siotrae che o le 70 o le %0 son proporzionali a tre costanti:
infatti. se le z(0) non fossero proporzionali a tre costanti. dando
stecessivamente ad o due velori generviei distinfi. si troverebbero
tra Lo B0 due legami lineari distinti a coefficienti costanti. onde
le %qv) sarebbero esse proporzionali o ftre costanti. Del resto. pen-
sando le 7.;'. 5, come coordinate omogenee di due punti d"un piano.
questi risultano reciproei rispetto ad una conica non  deqgencre.
gualunque siano . ¢ & allora evidente c¢he uno dei due (lu\"vs\
sere fisso. mentre altro pud solo deserivere una retta. Quest os
servazione. applicata alle (8). permette di concludere che: o le M)
son proporzionali a tre costanti. oppure UV (w) = |, Utee) -- b | con
le ¢ b, costantic ed analogamente che: o le Vir) son proporzio-
nali a tre costanti. oppure Vir)y=sfe;V(r)4- ] con le ¢ d. co-
stanti. T primi casi sono inclusi nei secondi. per 17 -0 o rispet-
tivamente V'=0: percid. ritornando ora alle funzioni <. L. 7. si

trova che esse devono avere la forma:

Uy + b,

T 0, )+ 0, _alf) -y

AVra-d, T Ve e dy, T T e Ve e dy

Rostituendo di nuovo yueste espressioni netle due prime delle (77)
si trova che le costanti «,. h,. ¢;. d; devono annullare’ i quattro

{
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determinanti: (abe). (abd), (acd). (hed): eid si ottiene. in ogni caso,
prendendo:

a0, = 20, + %,8,. b =540r + 4s,.

i P A {

= s d =, 4 LS.

{10}

dove le 9 son tre costanti non tutte nulle. ¢ cosi pure le s; {4).
Sostituendo infine le (9). tenendo conto delle (10), nella terza

delle (7). si determina =: e precisamente. dopo aver diviso per:
(e, U+ b fa, U -+ by)

-32‘*, 2 e e 3 freanes b V= Lt seoue

- (.S, 1.8,). st trova per.V t la seguente
(e, V4 d)(c,V+dy)?"! 251) al \ ) =

equazione algebrica di 3” grado:

TUCNC + BV B - VI = (1,8 — 05007\ oz —

(1)
(V18 — 13V \ B\ <

ove !
= (v = 1) UV o (23— 230 0 4 (7 — ) V- (50 — 5,3,
B=(a, U -+b ).l +- b Ma,l -+ by).
C={c,Vde,V -+ deV, +d,).

Riassumendo: Data. inedicate le equazioni (1). (2. una siupeyficie
fu coordinate asivtotiche u. v affincle tre veticoli assequati s di essa :

du? — ot =00 du?—dder =0, du? — ydri =>4

sieno tali che, in ogii punto x della superficie, i trasformati di
Liavracs del punto x nediante i tre veticoli sicuo le tre coppie i
vertici opposti  wun quadyilatero completo, occorre e basta che le fun-
ziowd w. Loy abbiano la forma (9). ore ai. b o, & son delle co-
steatti aventi I forma (10) (%, %, vi. %o vio s ocostantic le vi won
butte ulle, e cosi le si). e = ¢ e futtore di proporzionalitd fornito
delll equazione alyebrica (11). '
In parvticolare. sc la superficie considerata ¢ una quadries
(e = h==0) il fattore <. ¢ quindi anche ¢, b 7. diventano quozienti
d una funzione della sola » per una della sola w: siccho i tre veticoli
sono isoternwo-coniugati. e le sei rette che congiungono il punto .»
coi xei vertici del quadrilatero deserivono altreftante congrunenze 117

Gonnva. ottohre 1927,

() lafatti. i quattro grappi di costanti ‘a;. b;. ¢;. d;, dei quali non piu
di due possono esser costituiti da numeri tutti nulli (se si esclude che i
pe roticoli coineidano tutti con un sistema di asintotiche), si possono pen-
sare comes eoordinate di punti d una rettas che riesce. in ogni caso, indivi-
duata (se 7. 4oy sono diverse), o della quale 170 8 sono due punti genericei,



