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SUNTI DI LAVORI ITALIANI

M. PicoNe: Sulle autosoluzioni e sulle formole di maggiorazione per
gli integrali delle equazioni differenziali lineari ordinarie auto-
aggiunte. [Memoria in corso di stampa nei « Mathematische
Zeitschrift », (Springer, Berlin)].

Per le autosoluzioni relative al sistema lineare:

d [ dy \
dn (0 (Tx) + A4+ By—=0. yla)=ylb)—=0.

(1)

si hanno due proprietd di minimo. una stabilita da HILBERT e
dalla sua Scuola, I'altra da me nella mia Test d’abilitazione (Pisa,
« Annali della R. Scuola Normale Superiore ». vol. X, 1909). Da
quest’ ultima. deduco, nella Memoria attuale. il seguente teorema
sugli zeri delle autosoluzioni: Siano %;, .. la successione degli
-autovalori positivi (negativi) e u,y, u,,.. quella delle corrispondenti
-autosoluzioni: delti Xni,.., Xon gli n zeri, interni ad (a, b), di w.(x),
st ha che il determinante :

[n(@n)] (R =0, Lo —1; k=1, 2., m)

& sempre diverso da zero. Questo teorema mi consente di dedurre
immediatamente dalla mia proprietad di minimo delle autosoluzioni
quella hilbertiana, per la quale, inoltre, viene cosi dimostrato che
-essa pure caratterizza le autosoluzioni.

Cid premesso, passo a considerare il problema della maggio-
razione delle soluzioni del sistema lineare

d [ d ,
@ L) =t y=a y=t

nell’ipotesi (necessaria) che 1’unitd non si trovi fra gli autovalori
di A nell’ equazioné (1), fattovi B(x) = 0."fiss0o viene completamente
risoluto basandosi.sulle sopradette proprietd di minimo delle auto-
soluzioni. Ed ecco taluni risultati:
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Se . & un wvalore approssimato per difetto del piiv piccolo auto-
valore positivo e se v.> 1, si ha:

hy

1_ R
. .A_Je(x)(max fl+ymax|4])+v,

max |y | < — d

ove vy deszgna tl maggiore fra i due mumeri || e ‘5],

Se w'n e v’y designano due valori approsszmatz dell autovalore
posztwo n, @l primo per difetto ed il secondo per eccesso, e se
w1 <1< u'h, si ha:

b

b— a ”.’J'”n,— y‘ln ‘dx .
max |y | < —5— 3 (41 _I*'_“'nll + — 1) ‘ 0(a .)(maX}fl “+vymax|A4A|) -+~

Applicando questi risultati, per esempio. alla soluzione, nel-
I’ intervallo (0. =), del sistema

d%y .
T Cyeosw= flx), y(0)=12, y(=)=5
si trova . .

max | y|{<6max|f|+ Ty

Vengono anche. in seguito, considerati nella Memoria i pro-
blemi di maggiorazione sia, aneora, per 1’ equazione differenziale (2)
e generalizzando le ulteriori condizioni (lineari) imposte all’inte-
grale, sia per le equazioni differenziali lineari ordinarie autoag-
giunte d’ordine superiore al secondo, sia, infine, per le equazioni
integrali di seconda specie che si collegano coi problemi al con-
torno relativi alle equazioni differenziali ordinarie o alle derivate
parziali (!).-Ecco, per esempio, un risultato per la soluzione del
sistema del quart’ordine:

4 [ dy , , -
i (0 35) -+ 0 =fw), @) = (@) = yb) = 4 )~ 0.

(') Alla diretta maggiorazione dell’integrale della piu generale equa-
zione ellittico-parabolica alle derivate parziali del 2° ordine, in quante si
vogliano variabili, ho perd gia dedicato una circostanziata Nota pubblicata
nel fascicolo del 6 febbraio 1927 dei « Rendiconti della R. Accademia Na-
zionale dei Lincei », ed un’altra dedicherd prossimamente alla diretta
maggiorazione dell'integrale della pit gemnerale equazione fofalmente pa-
rabolica alle derivate parziali del 2 ordine. :
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Se riesce 192 min 6(x) + (b — a)* min A(x) > 0, si ha -

(b— a) max |f]
min 8+ m(b — a)¥’

max“/[éng

ove m © lo zero se A(x) & non negativa in (@, b) ed & il minimo
di A(z) nell’altro caso.

- Napoli, 1° settembre 1927. '~

M. PicoNE: Sul metodo delle minime potenze ponderate e sul wme-
todo di Ritz per il calcolo approssimato nei problemi della Fisica-
matematica. (Memoria in corso di stampa nei « Rendiconti del
Circolo Matematico » di Palermo).

Contiene uno sguardo d'insieme dei vari lavori fin ad oggi ap-
parsi sul metodo delle minime potenze del quale — inoltre — viene
data la seguente nuova formulazione generale: I1 problema con-
sista nella determinazione di una funzione y del punto P(x,. x,...., x,)
verificante le m -+ 1 equazioni :

(1) Fly|=0. Fy]=0... F,[y]=0,

ove Flyl, F\lyl.... F,[y], designano m -+ 1 assegnati funzionali. Detti:
T, il dominio dove deve aver luogo 1’ equazione Fi{y] =0. Qy(T)
un’ assegnata funzione additiva di dominio 7, mai negativa. definita
per T variabile in 7T, e p; un assegnato numero positivo, si con-
sideri la somma di potenze ponderate rappresentata dal funzionale
seguente:

~ [N

JIv] :J; Fly] duT) + 2 J | Fy N Prdend ),
k= .

T T,

ove ogni integrale & preso nel senso di STIELTJES. Si possieda un
sistema 3,(P). 4,(P)...., di funzioni, definite nel dominio dove deve
esserlo la y(P). ivi completo e tale che, posto:

— Y., (12), - Q).
Y, = aom Yo +a, + ...+ Q, Yo

per ogni assegnata funzione 7. che abbia le qualita della cercata

soluzione del problema. si possano scegliere le costanti a;'"..... "
in maniera che riesca:
2 lim J{y,] =yl

10— OO
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-

Si conmderl ora la funzione delle # +1 varlablh oco, g gonny. & E
Jn(“m 0‘1’"'5 “n) - J[“O‘PO 0Py e O‘n?n]’_

e si supponga che, per ogni valore di », tale funzione sia dotata
‘di minimo assoluto, che consegue per i valori 4,, 4,",.. A4,™
delle %y, %,.., %,. Posto:

. . ) (2},
Yn - A’.‘(m:‘."o + Al Py o+ An s

si assuma questa combinazione Y, come la migliore combina-
zione. delle ¢, approssimante, al divergere di %. la cercata so-
luzione y.

\_ In questa formulazione del metodo delle minime potenze non
& ddwque richiesta per le funzioni del sistema fondamentale [4,]
altra condizione che quella di costituire un sistema completo per
cui sia possibile verificare la (2). Pertanto, in particolare, non
occorre che le funzioni ¢, siano tali che le loro combinazioni y,
soddisfino, comunque se ne scelgano i coefficienti, a talune delle
equazioni (1). Per esempio, nell’ applicazione ai problemi al con-
torno per le equazioni differenziali ordinarie o alle derivate par-
ziali, vien tolta la forte e ostacolante condizione che le dette com-
binazioni verifichino le equdzioni al contormo, ridotte omogenee.

Nella Memoria viene studiato il detto metodo nel calcolo della

soluzione : ) .

I) della piu generale equazione integrale di FREDHOLM ;

IT) del problema al contorno per la piu generale equazione
lineare autoaggiunta alle derivate parziali del 2° ordine, del tipo
ellittico, relativo ad un dominio limitato da un qualsiasi numero
di contorni continui, per il quale problemd nel piano (#, v), hdsfa
porre :

AN N
Flyl= Eu( zm+eav) av<eau 0(4)**“11?/—“]”’

Filyl = yla(t), 0.(0)] — gu(),. F Lyl = vla,(2), b,(O] — 9.,

ove u=ayt), v =~0b(t) sono le equazioni parametriche degli m
contorni del dominio e le gi(¢) forniscono gli assegnati valori al
contorno ;
III) del problema al contorno per la piut generale equazione
differenzinle, lineare, ordinaria del 2° ordine.
Si dimostra che: Non appena 1’ unitd non & un autovalore per
il problema considerato, il metodo fornisce la combinazione d’ap-
" prossimazione Y,, per la quale nei problemi I) e II), si puod assi-
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_ curare la convergenza in media verso. la cercata soluzmne y, e/nelf
problema IIT) la. convergenza, puntua,le ed umforme di essa o delt=

ay, dy
denvata dwn’ verso: la y e la derivata Pt

Per i probleml I) e II) st indica in qual modo sl possa perve-
nire ad-una maggloramone dell’ errore d’ appross1maz1one relativo
alla Y,, mostrando altresl il grande vantagglo fornito, per esempio °
nel preblema II), dal men imporre alla ¢, la condizione che le.
combinazioni y, verifichino le equazioni al contorno. Per il pro--
blema III) si perviene ad un’effetfiva soddisfacente maggiorazione
~di detto errore, e si dimostra- anche, proprio per aver liberato
le ¢, dalle condizioni al contorno, che si possono sempre scegliere,
. ove ci si metta nel campo analitico, le ¢, in maniera che I’ errore
d’approssimazione relativo alla Y,, sia, al divergere di n, infinite-
simo d’ ordine comunque elevato vispetto a i/n. Si dimostra pure
che tale circostanza, contrariamente a quanto crede qualche Autore,
pitt non si verifica quando — mnon volendo liberare le ¢, dalle
condizioni al contorno — considerando, per eéempio, le condizioni
y(0) = y(=) = 0, si ponga ¢,(x)=sen va.

Viene infine considerato il metodo di Rrrz per il problema III).
Se ne allarga il campo di validita fin dove & posssibile, ciog, com’&
dimostrato nella. Memoria, fino a che il pilt piccolo autovalére
positivo & maggiore di uno. Ma, nonostante cid, si conclude espri-
mendo I’opinione ch’esso metodo, avendo un campo di 'possibile
applicazione. assai pit ristretto e, in ogni caso, una pratica capa-
cita @’ approssimazione assai minore di fromte a quello delle mi-
nime potenze, dovrebbe, il pilt spesso, cedere il posto a quest’ul-
timo. nelle applicazioni.

Nella Memoria & fatto sistematico uso di talune formole di
maggiorazione, alcune nuove ed altre date nella mia Memoria:
- Sulle autosoluzioni e sulle formole di maggiorazione per gli. inte-
grali delle equazioni differenziali lineari ordinarie autoaggiunte,
in corso di stampa nei « Mathematische Zeitschrift », sunteggiata
nel sunto che precede; e viene cosl dimostrato-come I’ ottenimento
delle formole di maggiorazione di quel tipo offra, nei problemi al
contorno, mezzi potenti per lo studio della convergenza dei metodly
d’approssimazione alla FOURIER e per la vilutazione dell”errore
relativo. Ecco perché mi propongo di dedicare altre ricerche re--
lative a quelle .formule (3. '

Napoli, 3 ottobre 1927.

(!) Cfr. la nota a pi® di _,paginﬁ nel sunté che precede.
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" A. Toxoro : Magnetizzazione di wn ellissoide pieno o cavo in un
campo wmagnetico uniforme. [Atti del R. Istituto Veneto, vo-
lume LXXXIV, (1925)].

L’ Autore traduce il problema in una equazione funzionale
(per D'ellissoide pieno) e in un sistema di due equazioni funzio-
nali (per Iellissoide cavo) cui deve soddisfare la densita super-
ficiale del magnetismo indotto. Egli le risolve applicando, con
opportuni accorgimenti, il metodo delle approssimazioni succes-
sive. Ritrova poi le formule date dal DumEM per la funzione po-
tenziale del magnetismo indotto della sfera cava, ed estende al
suo caso il comportamento di questa funzione, nella ipotesi che
sia elevato il coefficiente di magnehzzazmno della sostanza che

riempie I’ involucro.

— — Sulle equazioni per la rappresentabilitc conforme di una va-
rietd a tre dimensioni sullo spazio euclideo. [Rend. della R. Ace.
dei Lincei, vol. III, (1926)].

' Si fa vedere che le nove equazioni date dal FiNz1i per la rap-
presenfabilitd dichiarata nel titolo della Nota, si riducono a sei,
quando si tiene conto delle identith del Brancur.

— — Sulle varieta a tre dimensioni il cui ds® & riducibile al tipo
dé Liouwville. [Atti del R. Istituto Veneto, vol. LXXXVT. (1927)].

Con i metodi del Calcolo assoluto di Ricci, si imposta dap-
prima il problema seguente: Data una varieth a tre dimensioni,
trovare i caratteri invariantivi che essa deve averve, affinche il
quadrato del su¢ elemento lineare sia riducibile al tipo di Liou-
VILLE, e determinare tutti i modi possibili con i quali si effettua
questa riducibilita. La quistione viene completament@ risolta per
le seguenti varietd :

a) Varietd che hanno uguah le tre curvature pnnmpah rie-
manniane. .
b) Varietd che hanno due curvature pnn(npdh riemanniane
uguali e distinte -dalla terza.

¢) Varietdh che hanno le tre curvature riemanniane princi-
pali distinte- ma costanti.

I risultati cui si perviene sono i seguenti: Delle varieta del
tipo @) solo quelle a curvatura costante negativa o mulla hanno
il loro ds® riducibile al tipo voluto in oc? modi. Delle varieta del
tipo b). solo quelle che sono normali nel senso di BranNcuI, ove la
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congruenza principale relativa alla curvatura distinta & isotropa e
geodetica, e inoltre le curvature riemanniane principali variano
soltanto lungo le linee di questa congruenza, possono godere della
riducibilitd sopradetta. Questa avviene certamente se, oltre alle
condizioni precedenti, sono verificate altre relazioni invariantive.
Il numero poi dei modi con i quali si effettua la trasformabilita
@ oc? oc? oc a seconda di certe condizioni dichiarate nella Me-
moria. Infine, le varieta del tipo c) non hanno il ds® riducibile al
tipo di LiouvILLE.

— — Sielle di ennuple ortogohali di congruenze di curve in una V.
[Atti del R. Istituto Lombardo, vol. LX, (1927

Si estende alla varietdh ad un numero qualsivoglia di dimen-
sioni ed a metrica qualunque, il conecetto di fascio di congruenze
di curve che il Ricci aveva dato per le varieth a due dimensioni.
Si sviluppano poi alcune conseguenze che da questa estensione
derivano le quali trovano le analoghe nelle V,.

— — Sul teorema di Cauchy della teoria delle funzioni di variabile
complessa. [Atti del R. Istituto Veneto, vol. LXXXVI, (1927)}.

I’ Autore dimostra il teorema dichiarato nel titolo della Nota
supponendo . che la derivata della funzione esista e sia limitata .
nel suo eampo di esistenza.

(Condizioni intermedie fra quelle classiche, che esigono la con-
tinuitd della derivata, e quelle del GoursaT che ne impongono
soltanto la esistenza). Si mostra ancora che. se una funzione con-
tinua di variabile complessa & fale che per essa siano nulli tutti gli
integrali estesi ai perimetri dei rettangoli che hanno un vertice
fisso e i lati paralleli agli assi coordinati, detta funzione & certa-
mente analitica.



