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PICCOLE NOTE o4

Sulle trasformazioni puntuali e di contatto nel piano.

Nota di Lupwic BERWALD (a Praga).

I1 BoMPIANI, in una nota recente (), ha iniziato una genera.
lizzazione delle sue ricerche anteriori sulla teoria geometrica degli
invarianti proieftivi di una curva piana (*} alle trasformazioni pun-

() E. Bompiani: Sulle frasformazioni puntuali e di contatto nel piano.
Rend. della R. Ace. dei Lincei, (6)4, 1926, p. 435. :

(3) E. BoMriaxt: Invarianti proiettivi di contatio fra curve piane.
Ibid. (6)3, 1926, p. 118. Vedi anche I appendﬁ;é II* alla Geometria proiet-
tiva differenziale di- G. FuBixl ed E. CeEcH. Bologna, 1927. '
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tuali e di contatto. In questa nota, che pubblico dietro cortese
invito del prof. BomMpIiaNI, mi propongo di far conoscere alcune
considerazioni pin generali nello stesso indirizzo. Si tratta della
costruzione geometrica degli invarianti iinfinitesimi e finiti) di
una curva piana per certi gruppi continui finiti di trasformazioni
puntuali o di contatto nel piano. A questo scopo conviene in primo
luogo stabilire alcuni teoremi di carattere geometrico sui limiti di
certe aree e birapporti, e poi considerare i corrispondenti inva-
rianti di contatto di due, tre o quattro curve piane per trasforma-
zioni puntuali o di contatto (). I risultati finali non sono nuovi, ma
seguono immediatamente dalle proposizioni generali di KowaLE-
wskI (2). E invece nuova la loro interpretazione geometrica qui data.

1. Due curve. — Siano C, C due curve (p.es. analitiche) (%)
aventi in un loro punto regolare O un contatto di ordine intero
p—1>0. Le equazioni delle due curve, riferite ad un sistema
di coordinate mon omogenee (p. es. ortogohali) avente O per ori-

gine e la tangente comune delle C, C in O per asse delle x. siano:
©0 — oo _
1) y= %as-f-iwz—”: y= %a”iw”".
Inoltre comsideriamo una retta variabile r, prossima ad O, di
equazione: .
2) x==a(e)y +¢.

() Una teoria sistematica (analitica) di tali invarianti si trova nella
Memoria di Rasur: Théorie des invariants universels..., « Journal de 1’ Ecole
Polytechnique, (2)4, 1898, p. 137.

(*) Dai numerosi lavori di questo autore (per lo pitt nei « Berichte
der Siichsischen Akademie » e nella « Mathematische Zeitschrift ») qui
citerd soltanto G. KoOwWALEWSKI: Grundlegende Sdtze der natiirlichen Geo-
metrie ebener Transformationsgruppen. Sichs. Ber. Leipzig 73 (1921), p. 311;
Uebertragung des Trajektorienproblems auf beliebige ebene Transforma-
tionsgruppen. 1bid. 75 (1923), p. 15 Ueber die Bogen-und Fldchenelemente
gewisser Gruppentfypen der Ebene. 1bid., p. 81; Invariante Differentialglei-
chungen und Differentialinvarianten bei Gruppen ebener Berihrungstran-
sformationen. Ibid., p. 87; Zur natirlichen Geometrie einer Gruppe von
Beriihrungstransformationen. I1bid., 76 (1924), p. 15; Ueber die neuen Me-
thoden zur Berechnung wvown Differentialinvarianten. Math. Zeitschr. 21
(1924), p, 39.

(3) In realta basta che alle funzioni qui considerate sia applicabile in
-un intorno di O la formola di TAYLOR fino all’ordine che ‘sard necessario
considerare. S’intende anche che parliamo di un contatto d’ordine zero
nel punto O, se le due curve considerate si tagliano in O senza che coin-
cidano le loro tangenti.
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La r seghi C, C rispettivamente nei punti P, P (prossimi ad 0).
Facciamo ora tendere la r (con una legge arbitraria) a passare
per O, con la sola condizione che la posizione limite sia diversa
dalla tangente comune delle due curve in O.

1 —
Allora Varea 5 A del triangolo OPP & un infinitesimo di or-

dine p =+ 1 in & Il termine principale di A dipende esclusivamente
dalle due curve, ma non dalla posizione limite della retia r. E s ha:

- 1 -
(3) A=(a,— a,)z?* + .. = (y'P — yPler+l 4 . (Y,

ove i puntini indicano termini col fattore e¢7+2

2. Tre curve. — Sia O un punto regolare delle tre curve
C, C, C. Le curve Ce C abbiano in O un contatto di ordine p — 1,

C e C un contatto di ordine q—1; (p=g=>1; p, q interi). Si
consideri una retta variabile #, prossima ad O la quale seghi

C, (_J, C rispettivamente nei punti P, P P (prossimi ad O). Sia M
un punto preso a piacere sulla r (diverso dai tre considerati} e =i

formi il birapporto D= (PP P M). Si faccia ora tendere la r (con
una legge scelta a piacere) a passare per 0. con la sola condizione
che la posizione limite sia diversa dalla tangente comune delle
tre curve in O; e pure con legge arbitraria si faccia variare M
su di essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla
posizione limite di r sia diversa da O.

Se le equazioni delle tre curve sono

o |

]

Gy X%

™
"

(1*) y= E—Hf - 'a2+1x2+{7 -

Uy i®

=148
<

oL42

=43

e 1’equazione della retta r & di nuovo la (2) (essendo (0, 0) le coor-

dinate di 0}, allora il logaritmo del birapporto D —=(PPPM) & un
infinitesimo di ordine p — q in e (}). Il termine principale di log D
dipende esclusivamente dalle tre curve, ma non dalle posizions limiti
della retta r e del punto M (3).

(*) Nei ¢ 1-3 le y© (»®, ..) significano le l-esime derivate delle fun-
zioni ¥ (y..) riguardo ad a nel punto O.

() E dunque finito nel caso p —gq.

(%) Invece del birapporto D (o log D) si potrebbe pure prendere il quo-

ziente delle aree dei triangoli O P P, OP?_nel caso p=gq, OPP, OPP nel
caso p > q. )
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a) Nel caso p=q il detto birapporto vale

a, —a Y :(q)
) D=t =Y =y,
a’q -— (lq J(‘n — J(q)

ove 1 termini col fatfore £ non sono seritti.
b) Nel caso p > ¢ si trova

a}7 ! » __ y(p)

1
) log D=~ et =LY TV
a.q — a,q p: y(q)‘ . ym)
Nella (d) i termini col fattore ¢#—7+1 sono trascurati.

3. Quattro curve. — Un risultato affatto simile vale nel caso

_di guattro curve C, C. C, C aventi O come punto regolare, se sup-

poniamo che C, C abbiano in O un contatto di ordine p —1,e ¢ c
tra di loro e colla C un contatto di ordine ¢ —1; (p = g¢; p, g posi-
tivi interi). Si consideri di nuovo una retta variabile », prossima

ad 0.la quale seghi C.C, 6’, ¢ rispettivamente nei punti P, P, 5,1:3‘

{prossimi ad 0). Si formi il birapporto D¥ —=(PPPP) e si faccia
tendere la » (con una legge arbitraria) a passare per 0, con la
sola condizione che la posizione limite sia diversa dalla tangente
comune (o dalle tangenti) delle quattro curve in 0. Le equazioni -

1

delle curve C. C, 6 C_ siano:

o0 oG _ - o0 — =
s _ . - i =3 1 1
(1) y=ZSa, @ y=Sa@ y=da, @, y=3a, 0% 0).

<=I:"8

Come infinitesimo principale ¢ si prenda di nuovo 1 ascissa
del punto ove la retta s incontra la tangente della C.

Allora il logaritmo del birapporto D*=(PPPP) & un infini-
tesimo di ordine p — q in e. Il termine principale di log D* dipende
esclusivamente dalle quatiro curve, ma non dalla posizione . limite
della retta . -

() Nella (1¥%) prendiamo .a, —y =0 = a; =0, se q=>2. 1l caso g=1
si tratta meglio separatamente; qui, se p > 1 prendiamo a; —a, =0. Per
tutti i caleoli dei ¢§ 1-3 si confronti il calcolo del tutto analogo nella nota (2)
del BoMPIANI.
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E precisamente si trova
" a) nel caso. p=y:

6) D*=— = — 4 _,M)@m - ?E/('p)
(y @ ?j(q))@(q) . z(q)) —+ .y

" ove i .termini col fattore ¢ sono trascurati ;
b) nel 0180 p >q:

@)

(7) log D* = e

S

9
3 §
il Q.u

gt WP —y?)y @ —yo)
TP (g0 g @y gy &
(Y@ — Yy ) (Y@ — y)
Qui i termini col fattore e*~7*! non sono scritti.

Per brevita chiamiamo fattore caratteristico delle due, tre o
quattro curve mel punio O il fattore di er+1 ¢ rispettivamente -
g?—1 nei secondi termini delle (3)-(7).

4. Trasformazioni puntuali e di contatto. — Cid Stablhto
dimostreremo i seguenti teoremi:

a) Sia O un punto regolare delle due curve C, C aventi in O
un contatto di ordine intero p—1>0 e Q il fattore caratteristico
delle due curve nel punto O. Allora Qdxr+l ¢ invariante per trasfor-

mazioni puntuali unimodulari (ciod aventi il determinante funzio-
nale uno). )

b) Sia O un punto regolare delle tre curve C, C, C. Le curve

C e C abbiano in O un contatto di ordine p—1, C e C un contatio
di ordine q —1; (p=q; P, q positivi inters). Sia inoltre Q il fai-
tore caratteristico delle tre curve nel punto O. Allora Qdxr—a ¢ inva-
riante per trasformazioni puntuali [di contatio], se q > 1[q>“2]

~ ¢) Sia O un punto regolare delle quattro curve C, C, G, C. Le
curve C e C abbiano in Q un contatto di ordine p—1,p = 1[p_gg'?r

C, C tra di loro e colla C un (;Qntatto di ordine zero -

(%) Nel seguito le parole nelle grappé..] si riferiscono sempye aile
trasformazioni di conlatte.
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ordine] (). Se Q & il fallore caratteristico delle quatiro curve nel
punto O, Qdxr—! [Qdxr—2] & invariante per trasformazioni puntuali
[dé contatio].

I tre teoremi esprimono che nei casi indicati il termine prin-
cipale di A (§ 1) & un invariante infinitesimo di ordine p + 1 in
e =dx per trasformazioni puntuali unimodulari e quello di log D
(§ 2), rispettivamente log D* (§3) & un invariante finito (p—=gq) o
infinitesimo (p > ¢q) di ordine p —q per trasformazioni puntuali
[di contatto]. Nel caso p==g=1 il teorema (c¢) si riduce ad un
teorema notissimo per trasformazioni puntuali; nel caso p=—g=2
il BoMpIANT, L c., ha dato il teorema (b) per trasformazioni pun-
tuali ed il teorema (c) per trasformazioni di contatto.

Per la dimostrazione consideriamo in primo luogo una trasfm-
mazione puntuale: )

(8) X=f,y), .Y=gl y) (*.
d? ary
Allora, se si pone Jx—z = yP), axe =Y wvalgono le

dX = (f, + y'f,)da,

(9) o + y’gu (fg f (s) .
rodz T JJy (9 — J=dy WY+ .
Y= Y Foryfyp e >0

ove -+ .. accenna termini che contengono soltanto le x, 4, ¢',... y*—2.
Dunque si ha per due curve C, C,, aventi in comune il punto
(x, 1Y), mentre vi & y :|:y,, e per le loro trasformate

’e (fz9y — 1,909 — )
10) TS Y )
. Analogamente &
(11) YO Y= (f-g, (fwffxy)ffy';;:*‘—l— ?/1(’)), (s> 1),

se le curve C, C; hanno in comune 1’ elemento (x, y, ¥',... ¥*~') @’ or-
dine s — 1, mentre & 4“ =4, nel punto (x, y). Dalle (9(11) segue
subito la parte dei: teoremi relativa alle trasformazioni puntuali.

() £ dunque, nelle supposmi;ni del § 3, g=1[¢g=2]. Nel caso g=1,
p>1{g=2, p > 2] & sottinteso che il differenziale dx si tlanOI‘ml secondo
la (9) [(13)], colla y'[y"] della curva C.

(%) Supponiamo che in un intorno del punto (x, y) cons1derat0 le
(%, %), gtx, y) siano funzioni analitiche regolari col determinante funzmnalye{
fxgy — fyg« diverso da zero. Analoghe supposizioni, che forse non & neces-
sario scrivere esplicitamente, anche nel caso delle trasformazioni di contatto
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Per una tmsformwzwne di contatto

(12) X ﬂm> Y.y 7 Y:g(% 2%} )a Y = h(‘”) Y, ?/,)
valgono le _ ,
' S dX = (. + ¥'f, + y'T,)dx,
(13) k, + y'h, +y"'h, [o Fly" +. .
Y = i YO = ey (E>2),
’ fo+yf,+ ¥yl (fm+yfy+yf)‘

/

ove -+ ... accenna termini che contengono soltanto le x, y, ¥/',... Yy, e
(14) [k, f1=hy(fe + ¥'T,) — fy(hs + y'hy) =0

& la parentesi di PorssoN di k e f. Se le curve C, C, hanno in’
comune 1'elemento del primo ordine (x,y, ¥'), mentre & y”4=y,”
nel punto (x, y), si ha adesso

. (B, Fly” — ")
o+ 9l + 9" fy) e+ Yl +9"Ty)

(15) Y’,'—Yl”::

Analogamente &

I, Al — ) :
= o Fy R =2

(16) Y(t) Y @)

se le curve C, C, hanno in comune I’ elemento (x, y, ¢',... y*!) di
ordine ¢ — 1, mentre &, nel punto (x, ), ¥y*¥ 4=y,*. Dalle (15), (16)
risulta anche la parte dei teoremi relativa alle trasformazioni di
contatto. /‘
11 metodo precedente é in sostanza gia stato adoperato del
Ramur e del KowALEWSKI.

!

5. Gruppi di trasformazioni. — Nel segmto indichiamo con
G, un gruppo continuo di trasformazioni puntuali [di contatto] ‘a
7 > 2|r > 3] parametri, transitivo negli elementi di ordine » — 2,
vale a dire possedente messun invariante differenziale assoluto
(finito) al disotto dell’ordine r — 1. Inoltre indichiamo con C una
curva, di equazione y==y(«), la quale abbia nel punto considerato
{x, y) un elemento di ordine . — 2 di posizione generale in riguardo
al gruppo G, (}). Come gia si & detto nell’introduzione, le propo-

(*) Con ‘cid si vuole dire che messun elemento (@ ¥y Yy y©) della
eurva, 0 <1<r — 2, appartenente all’ elem @’ ordine r--2 considerato,
soddlsfacma. “ad un’ equazione (finita mspettlvamente differenziale) inva-
riante per il gruppo. ‘
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sizioni seguenti risultano senz’altro da alcuni feoremi del Kowa-
LEWSKI; ma il nostro procedimento da, nello stesso tempo, una
costruzione geometrica degli invarianti che vi figurane.

a) Il gruppo G, sia un gruppo di trasformazioni puntuali
unimodleri '), possedente un’ equazione dtfferenzmle mvariante
di ordine p (r —1 > p>1):

(17) ; Yy — qp(x, v, y',... ,y(p——l) = 0.
Inolire sia
(18) Y — e, ¥, Y5 yr=)=0

un’ equazione differenziale di ordine r — 1, invariante per G, (sempre
esistente). Allora le

1 1 1 1
(19) ()P = (y» — @) e, (§,)) = (yo~V — )2

sono  due invarianti infinitesimi del primo ordine in e, dipendenti
rispettivamente dagli elementi degli ordini p e r—1 della curva C, e

.
(20) Loy=—""
’ (,)7

¢ un invariante differenziale assoluto (finito) per G dié ordiner —1,
lineare in ytr—1 (%),

Se si prende per C la curva integrale della (17), rispettiva-
mente della /18), avente, nel punto (z,y) un contatto d’ordine
» — 1, rispettivamente »r — 2 colla C, la dimostrazione della propo-
sizione precedente ed il significato geometrico delle ¢,,4,—,, I,
risultano immediatamente dai teoremi dei §§ 4 (teorema (a)) e 1.

b) Il gruppo G, possegga olire U equazione differenziale inva-
riante (17) di ordine p ancora un equazione differenziale invariante

(1) Se il gruppo G. & dato mediante r trasformazioni infinitesime indi:

pendenti X.f =¥ % “+ 1 Ti, questa particolarita & caratterizzata dalle
oy
Dﬁz o
=0, (i=1, 2,.
T ).

1
(@) (ip)p™ & U elemento ineare del gruppo (wdx secondo il KOWALEWSKI).
Per una proposizione del KOWALEWSKI ciascun invariante godente di
tutte le proprietad della I._, ha la forma aL_1+ b (a, b costanti), essendo

T>2[r>3]
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di ordine q:
(21) ) (q) - ‘-P("U: Yy Yo YTV =0,

eon r—1>p>q.z1fr—1>p>.q>2|. Inolire sia la (18) un’ equa-
gione - differenziale d ordine r— 1, »mvamante per Gy. Sotto queste
condizions le . ~ .
’ 1 1

‘ . ) ___ pq S W}_. [yir—D oy \r—1—¢
.. 7 i y X
) (22) (@p}p—'q pumng ( ;(!}) i ) *E, (1/1'——1) 1= = < y(q) —_ ¢ ) c€

» “sono due mvaﬁanti inﬁhitésimi del primo ordine in &, dipendenti
- rispettivamente dagli elementi degli ordini p e v — 1 della curva C,{e la
Vv . G ‘

I"—'l = —-.;:—IL;TI

(23) (4,) P~

¢ un invariante dszerenzmle assoluto (finito) per Grr di ordine v — 1,
- lineare in yx-1,

Cid segue dalla proposmlone b del § 4. Si prende per Cla.
curva integrale della (21) avente nel punto considerato un contatto
di ordine ¢ — 1 colla C, e per C'la curva integrale della (17}, rispei-
tivamente della (18), avente ivi un contatto d’ordine p — 1, rispet-
tivamente r — 2, colla C. 4, rispettivamente 4,_, sono, a meno di
, Tattori numerici inessenziali, i termini principali dei corrispondenti -
birapporti D (§ 2), e risultano cos) definiti geometrlcamente nello
stesso tempo colla I,_,. - _

c) Il gruppo G sia un gruppo di trasformazioni puntuali
possedente due’ equazioni differenziali invarionti del primo ordine

@) o, y)do + Ha, YAy =0, o, y)dec + §¥e, y)dy =0,
' ‘ (af* - Ba* 4= 0),

e un’ equazwne d@ﬁ"erenzmle mvamante (17) dt ordine p(r —1>p>1).

Inoltre sia di nuovd la (18) un’equazione differenziale di ordine
 r—1, invariante per Gr. Allora le -

N

: ' R
, - ‘m ) (L-"(’”.’ ~ qllof* — ﬁa*))‘”“.s ,
28 T T ew R
v ) 1 .o
‘ or (—1) Y\ r—1—p
3 (("4—-1)’—]—10 (yy(p) _(PX> . ?-E

- 80M0. due mvamomt@ mﬁmteszmz del primo ordme n e, d@pemlentz



250 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

rispettivamente dagli elementi degli ordini p er—1 della curva C, e la

by
r—1—p
(6p) 7

I_, =

(26)

& un invariante differenziale assoluto (finito) per G, d’ ordine r —1,
lineare in yt—1,

Una proposizione simile vale. anche per i gruppi G, di lras-
formazioni di contatto possedenti due equazioni differenziali inva-
rianti del secondo ordine ed inolire un’equazione differenziale
invariante di ordine p(r — 1> p>2). Ma siccome questo caso non
pud presentarsi, se il gruppo G, di trasformazioni di contatto &
irreducibile, abbiamo rinunciato a formularla esplicitamente.

La dimostrazione dell’ invarianza della ¢,_, nell’ ultima proposi-
zione & la stessa come per la 4,_, del teorema precedente. Lie rima-
nenti affermazioni seguono dalla proposizione (c¢) del § 4, pren-

dendo per C la curva integrale della (17) avente colla C, nel punto

considerato un contatto di ordine p — 1, per curve C, C le curve
integrali delle (24) passanti per questo punto. Allora. ¢, & a meno
di fattori numerici inessenziali, il termine principale del corrispon-
dente birapporto D* (§ 3), e si ha cosl una definizione geometrica
delle ¢, e I,_,.

Osservazione. Esiste ancora una seconda interpretazione geome-
trica degli invarianti considerati nell’ ultima proposmlone, utiliz-
zante un’alira idea del BoMPIANI (1).

Le equazioni differenziali (24) definiscono in ciascun punto
del piano due direzioni d,, d,. Sia ora C la data curva e C la
curva integrale della (17), avente nel punto considerato P(x, ) un
contatto di ordine p — 1 colla C. Allora il logaritmo del birapporto
delle tangenti alle due curve C, C e delle due direzioni d,. d, in
P’'= P+ dP ha — a meno d’un fattore numerico inessenziale, —
il termine principale 4,771, essendo x -+ ¢ I’ascissa di P’. Sosti-
tuendo alla curva C la curva integrale della (18) avente in P un
contatto di ordine + — 2 colla C, si trova 4,,.,e"~* per il termine
principale del corrispondente birapporto (a meno d’un fattore

i

numerico).
Praga, luglio 1927.

(1) Vedasi Bompiani: Costruzione di invarianti proiettivo-differenziali
di una superficie. Rend. della R. Atic. dei Lincei, (6)2, 1925, p. 466 e 1’ap-
pendice II* gia citata. ' '



