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RECENSIONI

F. Severi: Trattato di geometria algebrica (vol. I, parte la - Geo­
metria delle serie lineari. N. Zanichelli. Bologna).

Con questo volume il Severi inizia la pubblicazione di un 
ampio trattato nel quale si propone di « raccogliere, coordinare e 
completare ove occorra, quanto di importante vi è nel campo della 
Geometria Algebrica ».

Il volume è dedicato alla geometria sopra una curva (alge­
brica irriducibile), all’insieme cioè delle proprietà della curva (die 
rimangono immutate (invarianti) attraverso trasformazioni hi razio­
nali. Esso si distacca notevolmente dalle Lezioni di Geometria 
Algebrica e dalle Vorlesungen über algebraische geometrie dello 
stesso autore, perchè buona parte della materia vi è trattata in 
modo originale e il tutto è presentato sotto la veste completa di 
un trattato.

Le varie questioni sono sviluppate con assoluto rigore scien­
tifico. Il Severi, come avverte in prefazione, si è proposto di sfa­
tare la leggenda che in geometria algebrica la mancanza di rigore 
e di determinatezza sia quasi una necessità. Lo scopo è stato pie­
namente raggiunto e ciò sarà certamente accolto con favore dai 
cultori di questo che è uno dei più bei rami della matematica 
e segna, senza dubbio, una delle glorie maggiori dell’attività scien­
tifica italiana di quest’ ultimo mezzo secolo.

E conviene subito aggiungere che il rigore non appesantisce 
affatto la trattazione. Come il suo maestro Corrado Segre, il 
Severi ha la forma chiara ed incisiva. In pochi tratti penetra la 
parte centrale di ogni questione, riuscendo ad interessare e spesso 
a trascinare con facilità il lettore nelle sue deduzioni.

Notevole è poi il contributo personale dell’A. ai vari argo­
menti e sarà certo difficile parlarne compiutamente, in una recen­
sione di poche pagine, quale si conviene al « Boll, dell’ U. M. I. «.

Gli argomenti fondamentali dell' opera sono due : La geometria 
dèlie serie lineari e quella delle corrispondenze fra i punti di due 
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curve distinte o sovrapposte. Essi sono però preceduti da alcune 
nozioni introduttorie e da un capitolo sui sistemi lineari di curve 
piane. Nelle prime pagine dell’ introduzione risalta subito una 
elegantissima e quanto mai semplice dimostrazione del teo­
rema fondamentale delle funzioni simmetriche delle radici di 
una equazione algebrica, dedotto come immediata applicazione 
del teorema concernente la razionalità di una funzione algebrica 
uniforme.

Seguono poi le definizioni e le prime proprietà delle trasfor- 
zioni birazionali e delle curve sghembe ed iperspaziali.

Nel primo capitolo, dopo le ordinarie proprietà sui sistemi 
lineari di curve piane, FA. dimostra il teorema di Lüroth e ne 
deduce la proprietà che caratterizza i sistemi lineari come sistemi 
algebrici cF indice uno.

Il resto del capitolo è dedicato ai due notissimi teoremi del 
Bertini sui sistemi lineari.

Il primo di questi teoremi è dedotto da una importante pro­
prietà differenziale di una curva piana variabile, dotata di punti 
multipli variabili, proprietà della quale il Severi pel primo ha 
fatto uso sistematico e che permette all’A. di ricavare facilmente 
la prima formula di Plüker relativa alla classe di una curva e 
quella di Steiner relativa al numero delle normali ad una c urva 
uscenti da un punto dato del suo piano. La formula di Steiner 
viene più tardi (cap. IV) completata dall’A. con la determinazione, 
dal punto di vista funzionale, del gruppo dei punti formato dai 
piedi di dette normali.

Col capitolo secondo s' inizia lo studio delle serie lineari. Le 
proprietà fondamentali di tali serie sono state scoperte per via 
trascendente da Riemann, Clebsch e Weierstrass. Dal punto di 
vista algebrico è classica la trattazione di Brill-Noether, perfe­
zionata ed in alcuni punti completata dai geometri della scuola 
italiana. Note è pure una trattazione di carattere algebrico geome­
trico iniziata dal Segre e metodicamente sviluppata dal Castel- 
NITOVO.

Lo studio delle serie lineari nel nostro volume è però condotto 
con metodo originale che FA. chiama « metodo rapido ».

Tuttavia come diremo meglio in seguito, il Severi non tra­
lascia di esporre negli ultimi due capitoli le linee essenziali dei 
due ricordati metodi algebrici e si riserva di svolgere la tratta­
zione trascendente nel prossimo volume.

Come è noto, la teoria delle serie lineari s' impernia sui 
seguenti capisaldi :

a) nozione e proprietà dei rami di una curva algebrica ;
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h) unicità della serie lineare completa che contiene total­
mente una serie data;

c) serie jacobiana;
(l) completezza della serie staccata sopra una curva piana 

(fuori dai punti multipli) dal sistema delle sue aggiunte d’ordine 
qualunque.

Da quest’ ultima proprietà seguono poi il teorema di Riemann- 
Roch, il teorema di Clifford che insieme alle proprietà delle 
curve canoniche e al teorema delle lacune si può dire costitui­
scono il culmine, della teoria.

Dopo le prime proprietà delle serie lineari e delle corrispondenti 
immagini proiettive (cap. 2. § 1 (J)), il Severi costruisce in modo 
semplicissimo sopra una curva qualunque una serie lineare g^ di­
dimensione r ed ordine n, assolutamente semplice nel senso che, 
ogni g',1,' in essa contenuta e priva di punti fissi, sia di ordine m 
eguale ad n oppure ad n — 1 mai però inferiore (m> n — 1).

17 immagine proiettiva della curva data con tale r/J? è priva 
di punti multipli.

In tal modo il Severi riesce a trasformare una curva qua­
lunque in un' altra priva di punti singolari senza nulla conoscere 
della natura e della composizione dei punti multipli ed ancor 
prima di aver definito il genere e la serie canonica della curva.

O Nello stesso primo paragrafo del Cap. Il sono contenute importanti osservazioni dell' A. finora sfuggite alla considerazione dei geometri e che mette conto di rilevare. lina serie grn ^semplice) di una curva C può essere contenuta parzialmente in una serie g^h (fe > 0) della stessa dimensione e senza punti fissi. In tal caso però ('pel teorema del resto, grn non può essere completa e perciò deve essere totalmente contenuta in una con p > r.Se p > r 4-1 è possibile considerare una g^h contenuta in g^-t-h contenente gTn^_h e quindi grn (p > rf > r).Dette T e F' le immagini proiettive di C con g‘n e g!t'+k la curva F non è proiezione di F'.Es. Una conica F non è proiezione di una quartieri gobba di seconda specie (razionale) e senza punti doppi D nonostante siano in corrispon­denza hi razionale e la f/ j staccata su F dalle rette del suo piano sia par­zialmente contenuta nella g* secata su F' dai piani dello spazio. È possibile dunque avere sopra una curva C una (semplice) parzialmente contenuta in una g1tlkh (fc,-à>0) senza che F immagine proiettiva ili (! con, si possa ottenere come proiezione dell'immagino proiettiva di (' con • In tal caso però grì^h è necessariamente incompleta.
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In altri termini FÂ, riesce a svincolare lo scioglimento dei punti 
singolari dàlia teoria delle singolarità. E cosi Egli arriva rapi­
damente alla nozione di rami, ai corrispondenti sviluppi in serie 
di PuisÉux e alla multiplicity d’ intersezione tra ramo e ramo 
nel caso piano, ramo e forma (ipersuperficie) nel caso iperspaziale.

17 esposizione del soggetto nel trattato si attiene alla ulteriore 
semplificazione che io ho potuto apportare al metodo primitiva­
mente esposto dall’A.

17 idea di sciogliere le singolarità di una curva senza pene­
trare, anzi ignorando la natura più o meno complicata di esse, 
mediante la costruzione sulla curva piana di una g^ assolutamente 
semplice, è un’ idea brillante del Severi, feconda anche di note­
voli applicazioni in altri rami della geometria.

Applicata alle superficie, mi ha permesso per es., di aggiun­
gere alle note dimostrazioni di Beppo Levi e di Chisini, una più 
rapida ed elegante dimostrazione dello scioglimento delle singola­
rità di una superficie algebrica. Problema difficile e le cui alterne 
vicende, come è noto, hanno tanto occupato i geometri da Noether 
in poi.

17 idea centrale di quest’ altra dimostrazione si deve perciò e 
giustamente far risalire al Severi.

Noto pure che, a mio parere, lo stesso procedimento, allo stato 
attuale della scienza, segna anche la via migliore da tentare per 
la risoluzione del problema analogo, ed altrettanto fondamentale, 
per le varietà algebriche in generale.

Lo scioglimento delle singolarità di una curva ha grande 
importanza anche dal punto di vista analitico, giacche esso equi­
vale a dimostrare la possibilità di rappresentare (sviluppare) le 
soluzioni di una equazione algebrica irriducibile fx, y) = 0 Hel­
l’ interno di un suo punto qualunque (a, b), con un numero finito 
di serie di potenze intere ascendenti di un parametro t :

x = a aYt a2t2 ....
y — b ■+• b^t + b^t" -f- ....

o, ciò che fa lo stesso, con serie di potenze ascendenti di 
1

(x — a)v, con v intero:
■ ' 1 2

y — b = ^(x— a)v -t- at(x — -+-....,

proprietà queste che il Severi, col suo metodo, riesce a dimostrare 
con tutta facilità nello stesso capitolo II, non appena ottenuto lo 
scioglimento delle singolarità.
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Al teorema b) il Severi arriva considerando il quoziente* o la 
somma di due funzioni razionali del punto della curva aventi lo 
stesso gruppo di poli, concetto questo che risale in sostanza a 
Biemann, ma la cui spontanea aderenza alla trattazione pura­
mente algebrica è stata posta in rilievo, benché sotto forma di­
versa (che del resto FA. espone) dall’ Enriques.

La dimostrazione è molto semplice e riesce a liberare il teo­
rema b) dalle considerazioni estranee dalle quali ordinariamente 
solevasi far dipendere (teorema Af -u Bq nel metodo di Brill- 
Noether, rigate algebriche nel metodo di Segre-Castelnuovoi.

Essa presenta inoltre il vantaggio di potersi trasportare inal­
terata ai sistemi lineari di curve di una superficie e ai sistemi 
lineari di V/._i di una Vi-.

L'immagine proiettiva delle serie lineari complete conduce 
FA. alla definizione e alle proprietà delle curve normali e. in 
particolare, delle curve normali razionali.

Nello stesso capitolo sono poi studiati le proprietà dell’ equi­
valenza fra gruppi di punti (\), le corrispondenti operazioni di 
somma e differenza, il famoso teorema del resto sotto forma 
in varianti va) e infine il concetto di gruppi e serie lineari virtuali. 
Concetto questo che è stato introdotto dall'A. e la cui estensione 
risulta tanto importante in varii argomenti della geometria delle 
superficie.

Nel capitolo IV FA. introduce, con F Enriques, il concetto di 
serie jacobiana, che sviluppato con tutto il rigore analitico (secondo 
una trattazione del De Franchis), conduce con facilità alla defini­
zione e all’invarianza del genere e della serie canonica della curva.

Fra le applicazioni che ne seguono citiamo la 2" e la 3a for­
mula di Plücker, quelle di Caveev. di VERONESE e Seghe, rela­
tive alle curve gobbe ed iperspaziali e infine la determinazione 
dal punto di vista funzionale (Severi) e dal punto di vista nume­
rati vo (Brill) del gruppo dei punti'(r11-itpli di una </'.

Al teorema d) il SEVERI arriva dando veste geometrica alla 
nota definizione analitica di Weierstrass del genere di una 
curva; dimostra cioè direttamente che affinchè sopra una curva 
un qualunque gruppo di n punti appartenga ad una serie lineare 
infinita è che n non scenda al disotto di un certo limite >> 1. 
Detto p' h- 1 tale limite, il numero p' risulta il genere della curva 
secondo la definizione di Weierstrass.

(1) Duo gruppi A e B di punti di una curva si dicono equivalenti e si scrive A=== 71, quando ossi sono totalmente contenuti in una stessa serie lineare.
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Profittando poscia di un noto lemma di Castelnuovo sulla 
serie minima contenente certe serie lineari, dimostra che il 
numero p' coincide col genere p precedentemente definito alla

I , I« — 1)(«' — 2) 1maniera di Clebsuh \p — p ~ ...............d\ e quindi arriva

rapidamente al teorema d) che gli altri autori sogliono dedurre o 
dal teorema Af -+-Bq di Noether o dal teorema di Riemann-Roch. 
dimostrato alla maniera di Castelnuovo.

Dal teorema d) seguono :
il celebre teorema di Riemann-Roch, il teorema di Clifford, 

le importanti proprietà della serie canonica e delle corrispondenti 
curve canoniche.

Chiudono il capitolo, che è certamente il pi il importante e il più 
conclusivo della teoria delle serie lineari, il teorema lidie lacune, 
la nozione di punti di Weierstrass t1) e la determinazione di un 
limite inferiore del numero dei punti di Weierstrass distinti 
appartenenti alla curva.

Crediamo così di avere esposto per sommi capi le linee essen­
ziali del metodo che conduce V autore ad una rapida e (pianto mai 
elegante costruzione delle serie lineari.

Ma il Severi non si contenta della costruzione fatta e nel 
cap. Vili sviluppa gli elementi fondamentali della classica tratta­
zione algebrica di Brill-Noether. Questo metodo ha interesse 
non solo dal punto di vista storico, ma anche perche muove da 
concetti che trovano feconde applicazioni in altri rami della geo­
metria. Questi concetti cono :

1") Generalità sulle* trasformazioni cremoniane piane, in par­
ticolare sulle trasformazioni quadratiche 1).

2°) Studio (secondo Noether, Hamburger, Bertinij delle 
singolarità di una curva mediate F applicazione di successive tra­
sformazioni quadratiche, che oltre alla riduzione delle singolarità 
della curva a punti multipli ordinari, conducono alla importante 
nozione di Noether di pùnti multipli infinitamente vicini e alla 
conseguente composizione di un punto multiplo di una parva (§ 2). 
Concetto questo che, com' è noto, è stato recentemente completato 
dall' Enriques mediante le importanti nozioni di punti multipli 
infinitamente vicini e liberi e di punti satelliti di punti liberi.

0) Un punto M di una curva di genere p, chiamasi punto di Weieii- »str A ss della curva quando esiste una funzione razionale dei punti della curva di ordino a ^p, avente il punto M come unico polo, in altri termini quando il punto M contato u volte, apparitene ad una serie lineare infi­nita d’ordine a.
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3°) Il celebra teorema Af -+- Bq di Noether (§ 3) ((‘olle sem- 
plificazioni ed i complementi eli»» FA. vi ha apportato) dal quale 
facilmente seguono (§ 4) una forma proiettiva del teorema del resto, 
i teoremi b) e d) e successivamente gli altri di .Riemann-Rogh, 
Clifford etc.

Per ragioni analoghe, nel cap. VII sono date le linee essen­
ziali del metodo iperspazi ale per lo studio delle serie lineari come 
è stato svolto da Segre e Castelnuovo. Anche questo metodo, 
come avverte FA., rientra nel quadro algebrico geometrico, ma ha 
carattere spiccatamente sintetico. I punti fondamentali sono : una 
dimostrazione iperspaziale dovuta al Segre del teorema b} ed 
una dimostrazione del teorema di Riemann-Roch dovuta al Ca­
stelnuovo e fondata sulla formula di Schubert che esprime il 
numero dei gruppi di r -+- 1 punti comuni ad una (jn ed a una f/J, 
(formula che Castelnuovo dimostra direttamente).

I tre metodi: quello « rapido > del Severi, quello algebrico 
di Brill-Noether e quello iperspaziale di Segre-Castelnuovo 
differiscono nel modo diverso di sciogliere Ir singolarità di una 
curva ed in quello di ottenere il teorema dj o il teorema di Rie- 
mann-Roch.

Ognuno comprende quali vantaggi può trarre lo studioso dal 
confronto dei tre metodi, per una esatta valutazione dei punti car­
dinali della teoria. Non bisogna dimenticare che il volume è anche 
dedicato ai nostri giovani del secondo biennio di matematica.

La trattazione della teoria delle corrispondenze è sviluppata 
con ampiezza maggiore dell' ordinaria, perchè il Severi al quale 
si deve, attraverso ad una classica memoria del 1903, la prima 
costruzione geometrica completa della teoria delle corrispondenze, 
ha in questo trattato voluto altresì fissare il valore dei principi di 
corrispondenza in relazione alla molteplicità dei punti uniti.

II capitolo delle corrispondenze è poi quello che maggiormente 
rileva il contributo personale dell' autore.

Al Severi si debbono infatti: la nozione di riducibilità ed 
irriducibilità di una corrispondenza ;

il concetto di somma di corrispondenze, che metodicamente 
sviluppato conduce in modo più rapido e più semplice al principio 
per le corrispondenze a valenza e al suo significato funzionale tro­
vato per la prima volta da Hurwitz, per via trascendente e poi 
dal Severi per via geometrica;

il teorema dell’invarianza delle relazioni di equivalenza fra 
gruppi di punti di fronte alle corrispondenze algebriche:
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il significato funzionale della formula di Zeuthen nel caso 
generale ed alcune importanti riflessioni critiche sulla stessa 
formula ;

il modo di computare — come si è detto —J i punti uniti 
in ogni relazione di equivalenza nella quale intervenga il loro 
gruppo ;

la sistematica considerazione delle corrispondenze con punti 
multipli variabili (sempre trascurate);

il concetto di corrispondenza a più valenze che ulterior­
mente esteso ha arricchito la teoria dei noti ed importanti risul­
tati del Rosati.

Al Severi si debbono ancora :
un criterio di equivalenza per i gruppi di una (1 ) ?
la nozione di corrispondenza complementare:
il concetto e la determinazione del grado e del genere di 

una corrispondenza;
la caratterizzazione numerati va delle corrispondenze a. va­

lenza etc.
11 capitolo delle corrispondenze è diviso in tre paragrafi ;

1°; Trasformazioni Irrazionali di ima curva in se dedicato: al 
teorema di Schwarz-Klein sul numero finito di corrispondenze 
birazionali fra i punti di una stessa curva di genere p > 1: al con­
cetto dei moduli di una curva (numero dei parametri essenziali dai(*) Vale la pena di raccogliere qui i principali criteri geometrici di equivalenza per i gruppi di punti di una serie algebrica yj di punti di una curva (in ordine cronologico) :1) Severi : Se i gruppi di vn punti di una y* di indice v, uscenti dai punti della curva sono equivalenti, tali sono anche i gruppi della y^ . Criterio che ha tanta parte nella importantissima determinazione fatta da Castelncovo e Severi del numero degli integrali semplici, indipendenti, di prima specie appartenenti ad una superficie algebrica.2) Severi : Se i multipli secondo un intero k dei gruppi di una y * fcono equivalenti, tali sono i gruppi della y??.3) Enriques : Se una y* è razionale, i suoi gruppi corrispondono cioè biunivocamente ai valori di un parametro À, essi sono equivalenti,4) Castelniovo : Il numero dei punti doppi di una y^'d’indice v sopra una curva di genere p verifica la relazione : d < 2v(n -l-p — 1) il segno — valendo allora e allora soltanto che i gruppi della y^ sono equi­valenti.Posto : 2z — 2v(n -r~ p — 1) — d il numero z (detto da R. Torelli difetto di equivalenza della serie) ricorre spesso nello studio delle serie algebriche appartenenti ad una curva, e ad esso sono legati importanti lavori di Torelli, Comessatti, Castelnuovo, Rosati.
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quali dipende la famiglia delle curve di genere p birazional- 
mente distinte fra loro) e loro determinazione per le curve ellit­
tiche ed iperellittiche e infine allo studio delle corrispondenze 
birazionali che trasformano in se una curva ellittica (generale o 
singolare).

2°) Corrispondenze d'indici qualunque fra due curve distinte o 
sovrapposte. In questo paragrafo Fautore sviluppa: le proprietà 
generali delle corrispondenze; il significato di valenza (positiva, 
negativa o nulla); il concetto di corrispondenza inversa; i concetti 
di somma e di prodotto, calcolando le relative valenze; F estensione 
del concetto di valenza con la considerazione delle corrispondenze 
dipendenti; la formula di Zeuthen e le sue conseguenze, e infine 
i principi di corrispondenza, determinazione cioè dal punto di vista 
funzionale e dal punto di vista numerativo. del gruppo di punti 
unito di una corrispondenza fra i punti di una curva. Principi!* 
successivamente dovuti a Chasles (curve razionali), Cayley-Brill 
(corrispondenze e valenza positiva o nulla su una curva qualunque) 
ed infine ad Hurwitz nel caso generale.

3°) Applicazioni della teoria delle corrispondenze dedicato alle 
fornitile di Jonquières e Sc hubert, all'importante criterio aritme­
tico di Castelnuovo (4) per riconoscere se i gruppi di una sono 
equivalenti, alla definizione e determinazione del grado di una 
corrispondenza e sue applicazioni al teorema di Painlevè-Htm- 
bert-Castelnuovo sulla inesistenza, sopra una curva algebrica, 
di una infinità continua di involuzioni irrazionali e successivo 
teorema di Humbert-Castelnuoyo sulla linearità delle involu­
zioni più volte infinite appartenenti ad una curva algebrica.

Chiude il capitolo la importantissima nozione di varietà di 
Jacobi relativa ad una curva data, donde deriva una nuova dimo­
strazione del predetto teorema di Painlevè-Humbert-Castelnuoyo.

Aggiungiamo che alla fine di ogni paragrafo le notizie sto­
riche sono curate con molta precisione e le citazioni sono fatte 
con vero scrupolo. Da esse il lettore può formarsi una chiara 
visione del lento ma continuo progredire della scienza e dell' im­
portante contributo, che. a questo ramo della matematica, ha dato 
la scuola italiana del Cremona.

E concludiamo che con il trattato di Enri^ues-Cmisini e con 
questo volume del Severi, la geometria algebrica, nel giro di 
pochi anni si è arricchita di due opere veramente fond a men tali.

Giacomo Albanese
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N. E. Nörlund : Leçons sur les séries d’interpolation. Pag. VII-233. 
(Collezione Borel). Paris, Gauthier-Villars (1926).

L’illustre prof. Nörlund dell’ Università di Copenaghen, al 
quale,dobbiamojil recente libro Differenzen rechnung, ha voluto, nella 
collezione Borel, pubblicare un notevole libro sulle serie d’inter­
polazione, cioè sulle serie classiche di Gauss, Newton, Bessel, 
Stirling. In esso vengono esposti i problemi, tutti del più alto 
interesse, ad esse legati, della teoria dell' approssimazione nume­
rica e della teoria delle funzioni.

L’A. espone i molteplici risultati, di cui non pochi a Lui si 
debbono, con profondità e chiarezza veramente meravigliose, e si 
può affermare senza tema alcuna che questo libro sarà fondamen­
tale per le ricerche future sul Calcolo delle differenze.

Nel primo Capitolo pone le definizioni fondamentali del Calcolo 
delle differenze, indi tratta della formula di NewTON e Lagrange 
per la rappresentazione di una funzione mediante un polinomio 
di grado n. Dà poi diverse forme del resto della serie di Newton, 
e quindi considera la rappresentazione delle funzioni interpolari 
mediante integrali definiti, risultati che in gran parte si debbono 
a Peano, la relazione che intercede tra questa formula di Newton 
e quella di Lagrange ed infine dà un primo accenno delle serie 
di Gauss, Stirling e Bessel, che mostra legate tutte strettamente 
fra lóro.

Nel secondo Capitolo studia profondamente la serie di Stirling, 
tratta delle condizioni necessarie perchè una funzione intera sia 
sviluppabile in serie di Stirling e dà la teoria delle funzioni 
sviluppabili in serie di Stirling, richiamando così i risultati di 
Whittaker, Ogura, Pòlya, Carlson, Valiron. Szegö, eco. ; chiude 
il capitolo facendo vedere che, fra tutte le funzioni che prendono 
valori dati nei punti x = 0, ±1, ±2,... la serie di Stirling rap­
presenta quella a crescenza minima.

Il Capitolo terzo è tra i più belli del libro, perchè espone con 
singolare perizia le proprietà dell’ ordine di una funzione analitica 
in un punto o su un arco del cerchio di convergenza ; non è pos­
sibile richiamare qui tutti i risultati che esso contiene ; diciamo 
solo che a prescindere da quelli fondamentali di Hadamard, l’A. 
richiama quelli di Appell, Fringsheim, Borel, Fabry, Hardy, 
Littlewood, eoe. Le proprietà dell’ordine di una funzione anali­
tica permettono di vedere per altra via i risultati già esposti e sono 
fondamentali per la trattazione della serie di Newton.

Nel Capitolo quarto mostra che alla serie di interpolazione di 
Stirling appartiene un integrale del tipo di quello introdotto da 
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Laplace nel Calcolo delle probabilità, e se ne serve per chiarirne 
le varie proprietà; tratta così della trasformazione di Eulero e di 
un’ altra simile della serie di Stirling, delle diverse rappresenta­
zioni mediante l’integrale» di Laplace di questa serie, e dà degli 
esempi: la serie di Bessel e la serie ipergeometrica come serie 
di STIRLING e come mezzo per studiare il comportamento asinto­
tico della serie stessa.

, Il Capitolo quinto riguarda la serie d'interpolazione di Newton. 
La serie di Stirling ha delle applicazioni più limitate di quella 
di Newton: lo studio di quest’ultima serie ha fatto perciò l’og­
getto di un gran numero di lavori, sopra tutto di Fincherle. Ben­
dinone Landau, Carlson, Pòlya e Szegö, eco. Landau ha mostrato 
l’analogia tra questa serie, quella di Dirichlet e quella di facoltà.

LA. tratta ampiamente dell'ascissa di convergenza assoluta 
ed uniforme, degli sviluppi dello zero in serie di questa forma, 
dovuti a Frobenius. Bendixson, Pincherle, delle trasformazioni 
lineari di questa serie, della sviluppali li tà delle funzioni in serie 
di Newton, dell'integrale di Laplac e e delle sue relazioni colla 
serie in discorso, dell'importanza dell'ordine di una funzione ana­
litica per la sviluppabilità in serie di Newton, e della relazione» 
dell'ordine con l'ascissa di convergenza.

Il Capitolo sesto riguarda le serie di facoltà che presentano non 
poche analogie con quelle» di Newton, pur staccandosi nettamente» 
da queste per altre» proprietà, come» ad esempio l'unicità degli svi­
luppi in serie di questa forma; espone» la relazione tra queste serie» 
e l'integrale di Laplace accennando agli studi di Pincherle il 
quale aveva dato su queste» serie molteplici risultati, tratta del 
loro campo di convergenza, del prolungamento analitico e delle» 
operazioni fondamentali dell' analisi applicate» a queste serie, mol­
tiplicazione, differenziazione, integrazione, differenza e» somma.

Da questa rapida scorsa alle diverse» parti del libro, si vede» 
quanto esso debba riuscire proficuo per le ricerche ulteriori sull'ar­
gomento, e per il perfezionamento del calcolo delle» differenze.

lì. Università di Cagliari, aprile 1927.

G1U seppe B e lardine l li

A. V. Vasiljef ; Numero intero (Zeloe Cisto) - Saggio storic o con
24 ritratti e disegni intercalati nel testo e una tavola separata. 
Biblioteca Matematica. Pietro grado. 1892.

È un volumetto, che traduce però un ampio quadro di nozioni 
e di accenni suggestivi sulle relazioni della teoria dei numeri cogli 
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altri rami della Matematica e la Fisica. Il testo è diviso in quin­
dici capitoli di cui sono i seguenti i titoli e i brevi sommari dello 
stesso Autore, che li accompagnano, valevoli a forpire un saggio 
del contenuto.

I. Da uno e due all’ infinito. Genesi del concetto di numero 
intero positivo. Il numero presso gli indiani. Il psammite di Archi- 
mede. - II. Mistica numerica. La matematica presso gli egiziani e 
in Babilonia. La scuola di Pitagora. Platone. I neoplatonici. Soprav­
vivenza della mistica numerica nella cultura contemporanea. - 
III .Principio della scienza dei numeri. Scuola di Platone. Aristo­
tele. Epoca alessandrina. Gli elementi di Euclide. Archimede e 
Apollonio di Perga. L' « Isagoge » di Nicomaco Gerasceno. Teone 
di Smirne. - IV. Diofanto. L’aritmetica di Diofanto. - V. Gli indiani -
VI. Da Diofanto a Fermat. Gli arabi. Epoca del Rinascimento. Leo­
nardo Fibonacci e Giordano Nemorario. Sviluppo dell’aritmetica 
pratica. Sviluppo dell’algebra e della teoria delle equazioni. Gene­
ralizzazione del concetto di numero. Vieta e Bachet de Meziriac. -
VII. Fermat e Euler. Principali teoremi di Fermat. Leibniz. 
Analisi dei lavori di Fermat. Al) Lavori connessi coi lavori di 
Fermat. A2) Lavori connessi coi lavori di Diofanto. B) Nuovi metodi 
e nuovi problemi dati da Euler. Vili. Lagrange e Legendre. - 
IX. Gauss. Riassunto delle « Disquisition es arithmeticae ». Rima­
nenti lavori di Gauss. - X. Idee fondamentali della attuale aritme­
tica superiore. § 1. Distribuzione dei numeri in classi secondo un 
modulo, e operazioni sulle classi. § 2. Particolari proprietà delle 
classi. Moduli a più termini. § 3. Distribuzione delle forme qua­
dratiche binarie in classi e composizione delle classi. § 4. Le classi 
nella teoria delle irrazionalità quadratiche. § 5. Fondamenti della 
teoria delle funzioni intere a coefficienti interi. § 6. Più impor­
tanti concetti della attuale aritmetica superiore. - XI. Teoria aritme­
tica dei numeri algebrici. Ricerche di Kummer. Teorie di Dedekind 
e di Kronecker. - XII. Geometria dei numeri. § 1. Reticoli di punti. 
Reticoli nel piano e nello spazio e teoria delle forme binarie e ter­
narie. § 2. Geometria a più dimensioni. - XIII. Teoria dei numeri 
e Analisi. § I. Invarianti delle classi. Teoremi di Kronecker. 
§ 2. Teoria analitica dei numeri. § 3. Questioni aritmetiche e 
Analisi. - XIV. Mgsteria maxime recondita. § 1. Problema dei 
numeri primi. § 2. Ultimo problema di Fermat. - XV. Teoria dei 
numeri e indirizzo fisico.

Con predominio della narrazione, nei primi nove capitoli, e del­
l’ esposizione, nei due seguenti, l’autore accenna, nei rimanenti, a 
molteplici relazioni della Scienza dei numeri con altri rami della 
matematica e colla fisica, che vi conferiscono particolare interesse.
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Senoiìchè egli stesso, in una breve dichiarazione, in fine al volume, 
prega di considerare ]' ultima parte del libro piuttosto come un 
programma d' altro libro, che dovrà rappresentare pienamente lo 
sviluppo della teoria dei numeri dopo Gauss. Chiede venia al let­
tore per la ristrettezza dell' esposizione di cotesta parte, e per gli 
eventuali difetti di chiarezza che ne derivano, adducendo a giusti­
ficazione, da una parte, la condizione di spirito, ed anche il turba­
mento fisico, a cui non poteva sottrarsi un rappresentante della 
intellettualità russa nella primavera e nell'estate del 1919, quando 
fu scritto questo libro « (quantunque, per esser giusti, T autore non 
sia stato obbligato a scaricare la legna e abbia anche ricevuto la 
razione dei fanciulli) », e, d* altra parte, la mancanza di carta e 
di editori.

Gian Antonio Maggi

.1. L. Coolidge: FJ ii führ ten (f in dìe Wa h rs d i e h / lì di ke. ì t reel ni i iny. 
Deutsche Ausgabe von F. M. Cuban. Leipzig-Berlin. Teubner. 
1927. IX 4-212 pa g. in-8.

È un libro scritto, cqme sogliono scrivere gli anglo-sassoni, in 
tono più discorsivo che cattedratico, con abbondanti esempi svilup­
pati o proposti (questi ultimi sono oltre 40), e con frequenti richiami 
a questioni della vita pratica, colla quale la teoria delle probabilità 
ha il più stretto contatto.

L'Autore, che considera questa teoria come una disciplina spe­
rimentale, dopo un esame critico delle varie definizioni che sono 
state date della probabilità, stabilisce (Cap. 1) come un postulato 
empirico che, se un fatto, il quale può aver luogo in due modi 
(Jiversi, si ripete un numero indefinitamente crescente di volte 
in circostanze invariate, il rapporto del numero dei casi in cui 
esso si verifica in uno dei due modi rd numero totale delle prove 
tende ad un limite, e a questo limite dà il nome di probabilità. 
Egli non si nasconde le obiezioni a cui può dar luogo questa 
definizione, e la completa con altri postulati empirici. Fissato questo 
punto fondamentale, 1' autore passa (Cap. 2) a sviluppare gli ole- 
menti del Calcolo delle probabilità, i teoremi sulla probabilità totale 
e sulla probabilità composta, il concetto di speranza matematica e 
le sue applicazioni. Il teorema di Bernoulli forma 1' oggetto del 
Cap. 3; esso viene dimostrato prima elementarmente, poi per mezzo 
della formula di Stirling ; con questo teorema si connette lo studio 
del noto integrale di Laplace, e il capitolo termina con un inte­
ressante paragrafo sui giuochi d’ azzardo. Segue (Cap. 4) la teoria 
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dei valori medi e della dispersione, da cui si deduce il teorema 
di Cebiceff e la legge dei grandi numeri di Poisson.

Passando (Cap. 5) alle probabilità geometriche, 1’ autore mette 
in chiaro come i risultati che si ottengono in questo campo variino 
in generale a seconda della scelta delle variabili indipendenti; 
discute il paradosso di Bertrand e il problema dell’ ago, e svi­
luppa una serie d7 esempi tolti dalla nota opera di Czitber.

Viene ora (Cap. 6) alla questione della probabilità delle cause. 
Causa di un avvenimento B è un avvenimento A che lo precede; 
la probabilità che B abbia per causa A è il limite a cui tende il 
rapporto dei numeri dei casi ih cui A è stato seguito da B al 
numero totale dei casi in cui A ha avuto luogo. In base a questa 
definizione, si dimostra facilmente il teorema di Baves, che viene 
esteso al caso di probabilità continue, ed applicato a svariati esempi. 
Col Cap. 7 si entra nella teoria degli errori d’osservazione. Anche 
qui, fatta la distinzione tra errori costanti ed errori casuali, si sta­
biliscono vari postulati, che permettono di dimostrare il principio 
della media aritmetica e la legge esponenziale degli errori; segue 
un riassunto delle discussioni (die hanno avuto luogo sulle osser­
vazioni dubbiose, e sul diritto c he ha o non ha l’osservatore di 
escluderle dai sui calcoli. La legge esponenziale viene estesa (Cap. S) 
alle osservazioni dipendenti da più variabili; il caso di due varia­
bili conduce allo studio della ellisse degli errori (di cui si fa l’ap­
plicazione ai colpi dalla famosa Bertha, su Parigi) e del coefficiente 
e rapporto di correlazione. Il Cap. 9 è dedicato al metodo dei minimi 
quadrati ed alla rappresentazione dei fenomeni mediante curve 
empiriche; è interessante il confronto tra lo sviluppo di una fun­
zione in serie di potenze e quello in serie trigonometrica. I due 
ultimi capitoli trattano di due applicazioni molto disparate del 
Calcolo delle probabilità ; la teoria cinetica dei gas, e la scienza 
delle assicurazioni. Nel Cap. 10, stabiliti i caratteri generali dei 
gas perfetti, l’autore mostra come si possa rappresentare lo 
stato di un insieme di n molecole gasose mediante un punto di 
uno spazio a dimensioni, che si riduce ad uno a Bn dimensioni 
quando debbano studiarsi proprietà dei gas dipendenti soltanto 
dalla velocità delle molecole, ed utilizza tale rappresentazione per 
dimostrare la legge di Maxwell, di cui riferisce anche la dimo­
strazione originale, rilevandone però le imperfezioni; tratta poi 
della distribuzione delle molecole gasose, specialmente nel caso in 
cui il loro diametro sia trascurabile. Infine nel Cap. 11, dopo alcuni 
cenni sulle tavole di sopravvivenza e nelle forinole relative, l’autore 
ricava le forinole fondamentali relative ai vari tipi di assicurazioni 
sulla vita ed alle rendite vitalizie. Il volume si chiude con due 
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tabelle, di cui una dà i logaritmi decimali di en e di e F altra 

i valori dell’integrale e~^ à per i valori di x, di millesimo

o
in millesimo, da 0 a 3. G. Vivanti

M. Legat : Coup d' œil sur la théorie des déterminants supérieurs 
dans son état actuel. Préface de M. A. Buhl. Bruxelles. Lr^- 
mertin, 1927, VITI 4-974-99 pag. in-8°.

Maitrice Legat, che da anni dedica gran parte della sua atti­
vità scientifica allo studio dei determinanti a più dimensioni, e 
che sta preparando un esteso trattato sa questo argomento, fa 
precedere alla sua grande opera una specie di riassunto o di 
introduzione della medesima. Nel volume che abbiamo sott’occhio, 
egli non solo presenta un quadro completo dello stato attuale della 
teoria, ma richiama F attenzione su molti punti che attendono 
ancora il loro sviluppo; sicché un giovane matematico, che non 
si lasciasse scoraggiare dalle prime difficoltà, potrebbe attingere 
da questo libro nuovi ed interessanti soggetti di ricerca.

Entrare in particolari sul contenuto dell'opera vorrebbe dire 
anzitutto spiegare un numero non piccolo di termini tecnici e di 
simboli speciali, ciò che non sarebbe nè utile nè piacevole per 
chi legge. Ci basti aver segnalato ai nostri matematici un' opera 
che, non uscendo da una delle grandi case editrici, potrebbe forse 
passare inosservata, e che merita invece di essere largamente 
conosciuta. G. Vivanti

G. Cassinis: Calcoli numerici, grafici e meccanici. Pisa. Tipografia 
editrice Mariotti, fase. I, pag. Vili4-280.

L'A. raccoglie in questo libro il corso di lezioni che svolge 
per gli allievi ingegneri nella Università di Pisa, ma F interesse 
del volume non è soltanto didattico poiché, a quanto mi consta, è 
questa la prima opera completa sull' argomento che si pubblichi 
in Italia. Il primo fascicolo, testé uscito, è diviso in otto capitoli; 
gli altri sei, a completamento dell’ opera, saranno stampati al più 
presto; ma già dalla lettura di questa prima parte risulta tutto 
F interesse del lavoro.

Il primo Capitolo del libro tratta delle approssimazioni nume­
riche ; è F argomento fondamentale che FA. svolge in modo molto 
chiaro e preciso determinando sia un limite superiore per l'errore 
del risultato noti che siano gli errori dei dati, sia F errore ammis­
sibile nei dati quando si voglia, per il risultato, un certo grado di
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approssimazione. Il Capitolo secondo tratta delle operazioni aritme­
tiche e dei problemi ad esse connessi (tavole numeriche, passaggio 
da un sistema di misura ad un altro, calcolo logaritmico); il terzo 
delle macchine inventate per eseguirle (dei bastoni di Ne'pero alle 
moderne) ; il quarto dei metodi di calcolo grafico ideati allo stesso 
scopo, con riguardo anche alla Nomografia. Tanto il calcolo grafico 
che la Nomografia sono esposti dall'A. secondo lo schema classico; 
esposizioni di tipo più moderno sonò ricordate nella bibliografia.

Dopo un Capitolo [5°] sulla interpolazione ed uno [6°] sulle 
serie, FA. studia le equazioni algebriche e trascendenti [Cap. 7°]. e 
F integrazione e derivazione approssimata [8°]. Qui FA., oltre alle 
formule e agli apparecchi meccanici, sviluppa la trattazione gra­
fica; ed è indubbio che i metodi grafici dimostrano qui la loro 
massima utilità, ma essi tornano opportuni in molte altre questioni ; 
FA. si limita di proposito alla esposizione della sola parte fonda­
mentale di questi perchè ritiene che la preferenza data dagli inge­
gneri ai metodi grafici rappresenti un vero feticismo. Forse, in 
qualche caso, FA. ha ragione, ma ai molti vantaggi di semplicità, 
rapidità e evidenza che hanno spesso i metodi grafici occorre 
aggiungere anche la loro utilità didattica; quale altro metodo può 
rendere così presto famigliaci all’allievo i concetti di unità, di 
scala, di 'dimensione e gli analoghi che tanto servono nella reda­
zione di un progetto ?

Col Capitolo ottavo ha termine questo fascicolo; per dare un’idea 
più precisa del volume aggiungeremo che ogni capitolo è corredato 
opportunamente da esercizi e da note bibliografiche e ricorderemo 
i titoli dei capitoli di prossima pubblicazione :

9) Le principali funzioni trascendenti (funzioni iperboliche, 
funzione gamma, integrale di Gauss, funzioni sferiche, cilindriche 
ed ellittiche, integralogaritmo, integrali di Fresnel).

10) Integrazione approssimata delle equazioni differenziali.
11) Elementi di Calcolo Vettoriale.
12) Elementi di Calcolo delle probabilità.
13) Metodo dei minimi quadrati.
14) Rappresentazione empirica dei risultati sperimentali.

Auguriamo che F opera sia presto completata con la stampa 
di questo secondo fascicolo, il cui interesse risulta già indubbio 
da questo semplice schema.

Giulio Supino


