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SUNTI DI LAVORI ITALIANI

G. ToreLLL: Sulla integrazione di un’ equazione di Riccati. Rendi-
conto della R. Accademia. delle Scienze Fisiche e Matematiche
di Napoli. (Adananze del 5 febbraio, 2 aprile, 7 maggio 1927)

1. Questa nota contiene uno studio di tutti gli eventi, che
possono presentarsi nella integrazione della equazione lineare di
2° ordine
(1) 1Y

Y ~ b 1 2 ‘
X = (x"‘ -+ b + 1'(l~ — 1)) i

(dove la- variabile x & supposta reale ¢ maggiore di 0. e le costanti
b, I, A sono numeri reali ¢ > > 0) e quindi dell’ equazione di Riceart

du 1
Y 2012 e tA S T e
x%dx+xu_x -+ b +4(l—1)

dlogy

~dx

Casi particolari di queste equazioni figurano in classiche ri-
cerche di Mececanica, e di Fisica matematica. ¢ inoltre sono stati
studiati fra gli altri da LiovviLLe, MALMSTEN, BRIOSCHI, GENOCCHL
S1accr. I Prof. E. PascaL considerd proprio le equazioni scritte
piti sopra; ma egli, come i suoi predecessori. ebbe in mira spe-
cialmente la questione della integrabilitd sotto forma finita.

Nella nota qui riassunta una rappresentazione geometrica mette
in rilievo la genesi della distinzione necessaria fra i vari casi, ed
il conseguente cambiamento di forma della soluzione, che in ognune
viene determinata.

legata alla prima dalla relazione

2, 8i premette la esposizione di alcune proprieta degl integrali

definiti
1 4

Dz, n, v) = ettt (1 — tpvdt. Dy lo, 0. v) = featt (1 — f)rdt.
b - S
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opte Apo) uww-coRYeYgenza, \oecbrnono o bastano le con-
s, v 130, ’
'lﬂwano i qeg_uentg; relagiont ,r,lco_rrentl:

V) ~+j"(¢v S0 v 0+ L v)— D o+ 2,v) =
S (2 e iR v 1) + Dl v+ 2) = 0.

ite’ si -n'cava:‘n,o e altre dv '

1){n+2) .('n+r Dz, n A)*D,Q’)(oc,n—f—_r,v) +
' oD@ ,n+r-+1 v}

(v+~1)(w «~2) v+r)(D{a¢,n, )_—A ‘P(a,";"”*"’)

dove » & un intero positivo* e D.‘., A, sono poli

. -—ozA,__,(D(a,n,v+r+ 1),, :

olinomii in z di grade #/

i coefficienti dei quali sono funzioni-di n e v-
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Slano ora sceltl in-un plano due assi ortogonah, e si contino
: iaello delle ascisse i valori del parametro b, e su quello delle

,ordlnate i valori di 1. Si segnino sull’ asse delle bi ‘punti B,, B, Bs,
_ di ascisse 1, 3, b..., e i punti B/, By, B, , ... di ascisse —1, —8, —5, ...;
sull’asse delle I i punti L,, L;, Ls, .. di ordinate A, 8, 52, ... e i
punti L/, Ly, L/, .. di ordinate — X, — 38z, —5), ... Si tirino le
“rétte indefinite B,L,, BL,, B,L;, .., B/L/, B/L,, B/L. ...; e I'altro
sistema di parallele B,'L; By'Ly, B/Ls, ... B,L), BL;, B.L/, ...
. Questo reticalato scompartisce il piano in parallelogramml che
convenlentemente associati formano quattro regioni angolari cioé
_,I M/L/M,, II = N/I)N, (le quali hanno in comune il paralle-

1ogrammo B,L 'B,L ) III M/B/'N,, IV= MB,N,.

4 Dopo cid si stabilisce che:

v 1) Se i-parametri b, I sono I’almssa e l'ordinata di un

" punto interno alla regione ML /M, I 1ntegrale generale della (1) &
:cl 1+l

e hp? (C d>,(oz, n, vy + C,®,(x, n, v)), dove &

R b — 1)+ 1 —(b+ 1) +1
/

"I1.) Se (b, 1) ¢ interno alla seconda regione N,'L,N,, I'inte-
’ . -—:z'l 1‘-1

'grale generale della LHee” = (C’ ®@\(2, 0, v)+ C,D@y(2, n, v)), dove

g 2 (b—1x—1 —(b+1n—1
() ’ a—jTa‘ n= 2)\ y V= ] 2,

II1.) Se (b 1) si ‘trova nell’ interno o sui lati dell’angolo
M,B, ’N r 1ntegrale generale della (1) pud essere espresso da
ot 1+1
e" }C[D(I) a,n+r,v)+aD,_,(I),(a,n+1'+1 v)]+
+C[D(I) 7,n+r, )+aD._‘(1>(7,n+r+1 v,

‘dove KXW hanno ‘i valori (2) e l'intero r & scelto tale che sia
N4~ r+ 1 > 0 Oppure 10 stesso integrale pub essere espresso da

m;\v‘ -1—1 :
$C[A D (o, By v+ r) —al, @ (=, n,v+r+1)]+
+ C,[A,.(I},(y., M, VA1) — o_c_A,.__I(I),(ac, Ny Y+ 1 + 1)]% .-
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. dove «, %, v hanno i valori (3), e V'intero r & scelto tale che sia
v+Er+1>0. ,
IV.) Se infine (b, 1) si trova nell’interno o sui lati dell’an-
golo M. B\ N,, I'integrale generale della (1) pud essere espresso da
_‘az:l 141

e B fo C\JAD)(2, 1, v + ) — aA,_ D (a, 0, v + 7+ 1)] +
+ CJA. D,y v + 1) — 2A,_ Dy, n, v+ r + D]},

dove o, n, v hanno i valori (2), e I’intero r & scelto tale che sia
v-+#7-+1>0. Oppure lo stesso integrale pud essere espresso da
et 1

e *a’ ; C\D.®(x. 0 +1,v)+ 2D, Oa, n + 1 + 1, 9] +

+ Cy|D.Dy(a, # + 1, v) + aD,_ Dy, n +r + 1, v},

dove 2, n,v hanno. i valori ‘3, e 1'intero r & scelto tale che sia
n+r—41>0. )

In ambedue le ipotesi III e IV, Vintegrale generale & una
combinazione lineare di integrali di due equazioni differenziali del
solito tipo corrispondenti a punti (b, ) compresi nelle regioni I e IL

3. Le rette BL, che formano il reticolato poc’anzi costruito
godono della notevole proprieth enunciata nel teorema:

Condizioné necessaria e sufficiente acciocche 1’ integrale gene-
rale dell’ equazione

dzs [y
@ dx{ = ("

(1 + 2ba* + ; (*r— 1))y,

o della corrispondente equazione di RiccaTi, sia esprimibile me-
diante un numero limitato di segni algebrici, di trascendenti ele-
mentari, e di segni d integrazione indefinita rispetto alla variabile x,
¢ che il punto (4, /) appartenga ad una qualsiasi delle rette BI,
del reticolato poc’ anzi costruito. Y

6. La seguente proposizione palesa poi una proprieta deiv}
tici dei parallelogrammi del reticolato:
' Condizione necessaria e sufficiente affinch® Pintegrale gene-
rale dell’ equazione

d* 2 5 1
(1) x’m%‘—f :(xl+)\be+@,(l’~ 1)>y,
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o della corrispondente equazione di RICCATI. sia composto di un
numero limitato di segni algebrici, o contenenti al piit frascen-
denti elementari (o, come suol dirsi. abbia forma finita) & che il
punto (b, I) sia vertice di uno qualsiasi dei parallelogrammi del
reticolato. vale a dire che i parametri b, I siano formiti dal sistema
b=—s—1t. l=I(s+ 1+ 1) dove 5 e f sono interi positivi. nulli, o
negativi.

‘Per b =0 questo teorema si riduce a quello di LIOGVILLE
sull’ equazione di Riccarr.

La condizione espregsa da tale sistema wma con s e t non nega-
tivi era stata riconosciuta sutficiente da Staccr in un caso parti-
colare, e da PAscAL nél caso generale, ma non poteva essere dimo-
strata necessaria, perche non comprendeva tutti i possibili casi di
integrazione in termini finiti.

7. Quando si verifica la integrabilith per quadrature o in fer-
mini finiti si pud presentare 1integrale generale sotto tale forma
da porre in evidenza queste proprieta. Basta farlo quando (.10
giace in una delle prime due regioni. gli altri casi potendo ridursi
a questi. Supposto dunque che (h. I) appartenga ad una delle vette
By e Blorpdigiy . te cul equazioni sono -- 0 ¢ 1= (2F+ 1))
dove & >0, posto

i

t
o .
Rl =1 '*‘;(,,j}(b + 20l -+ 2t — 1db + 28— 4 + 1)

2
yy=e A R,

1 "
Pintegrale generale della (1) & Ay, + By,f;—;:--
1
Se invece (b, ) appartiene ad una delle vette B, I/, .
By Ly, 16 cui equazioni sono b =1 =125 + 1)) dove & s >0,

posto

8 .
=1+3(3) “
k=1 T /b — 28)(b — 28 4+ 1) (b —28 ¢ —1)°

i=1 <

ml =41

Yy =€ Ap? (e R,).

Cdx
I integrale generale della (1) & Ay, +-Byﬁj gt
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Infine se (b, 1) @& il vertice (B'y Ly, Bayrlin.y,) oppure
(B'yeirli'sip1s Buyspaliserq) Uintegrale generale ha la forma finita
A

@ =l

e * & * (AR, + Be=R,).

8. La nota si chiude coll’ osservazione che il reticolato fornisce
una rappresentazione geometrica delle probabilita dei fre eventi,
che pud presentare I'integrazione dell’ equazione (1). o della corri-
spondente equazione di- RIccaTI, in cui siano assegnati a caso i
parametri b, I, cioé che 1'integrale generale sia esprimibile sotto
forma finita, o che lo sia includendovi inoltre un numero limi-
tato di quadraturve rispetto alla variabile @, o che lo sia mediante
il necessario intervento di integrali definiti, o di altro mezzo equi-

valente.

M. PrazzonLa-BernocH: Intorno alla iperellitticita di certe superficie
del 4° ordine con 15 punti doppi (Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo. T. I (1926)).

L’ A. dimostra il teorema: Ogii superficie algebrica del 4° or-
dine con 15 punti doppi (cowici), la quale possegga wna curva razio-
nale d ordine 4r(r intero = 1), non passante per i punti doppi. ¢
iperellittica.

Dalla dimostrazione data dall’A. segue ancora che ogni super
ficie d’ordine 8r*-+4 dello spazio « 4143 dimensioni, a se-
ziont dperpiane di genere 41~~ + 3, dotata di 16 punti doppi, ¢
iperellittica.

— — Intorno alla iperellitticita di certe superficie del 4° ordine con
14 punti doppi. (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
T. L (1926)). '

I A. dimostra il teorema: Ogné superficie algelbrica del 4° ordine
con 14 punti doppi (conici), la quale possegga due curve razionali di
ordini 2k, e 2k, rispettivamente (k, e k, interi =1, contemporanea-
mente. pari oppure dispari) non passanti per i punti doppi, & ipe-
rellittica.

Dalla dimostrazione data dall’ A. segue ancora che: Ogni su-
perficie dordine 2k *+ 2k,* + 4 =48 dello spazio a k2 +k,*--3=25+ 1
dimensioni, a sezioni iperpiane di genere 2@ +1, dgtafa di 16 prnti
doppi, e iperellittica.
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M. Prazzonua-BELocu : Inforno alle ipevellitticita di certe super-
ficie del 4° ordine con 13 punti doppi. (Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, T. LI (1927)).

Dopo aver determinato le curve dei primi ordini situate sui
diversi tipi di superficie iperellittiche del 4° ordine con 13 punti
doppi. I'A. dimostra viceversa che ogni superficie algebrica del
£ ordinie con 13 punti doppi (conici), la quale possegga tre curve
razionali, di ordini 2k,, 2k,, 2k, rispettivantente (k,. k,, k; essendo
weemeert interi =1, tutti e tre pari, o wno pari ¢ due dispari) non
passanti per @ punti doppi, & iperellittica.

Dalla dimostrazione data dall’A. segue ancora che ogni super-
ficie d'ordine 2k,? + 2k,* + 2k.2 + 4 =43 dello spazio « k,* -+ k,* +
+ k2 4+ 3=25 + 1 dimensioni, a sezioni iperpiane di genere 25+ 1,
dotata di 16 punti doppi, & iperellittica.



