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PICCOLE NOTE 173

Dei limiti a cui tendono alcune medie.

Nota di Lvici GALVANI (2 Roma).

1. B ben noto che se una successione a4\ Ay ;... ammette un
limite. finito e determinato ), anche la media aritmetica dei primi
# termini tende, per » infinito. allo stesso limite A.

Di qui possiamo immediatamente dedurre che: se wna swcces-
sione a,dy..in... di numeri positivi tende ad un limite XA, anche la
successione y,v,...Va..... essendo

i

(1’ ;'/,l(il?) o (a‘l't 4 6:/2“" —+ ...+ ("t-w)l,,‘

. ) n

4

(& reule)

e intendendo di assuniere per qu.;psta espressione la sola determina-
zione reale positiva, tende allo stesso limite 1, per qualunque valore
di x che non faccia perdere significato alla (1), ciod per ogwi == 0.
Difatti, se lim @, = A. & lim @,” 2= 2% e percido anche

LA a4+
lim ! 2 " ::A“/’“\.
n=o00 n

il che prova I'asserto. quando si tenga presente che si & conve-
nuto di assumere per la (1) il valore reale positivo.

Per x =0 la (1), considerata come funzione reale della x, non
ha valore determinato ed ammette ivi una discontinuitd di prima
specie, mentre essa & finita e continua per ogni altro valore di x;
pertanto quella discontinuitd  pud essere tolta assumendo conven-
zionalmente come valore della (1) per x=0 il lim ,(x). Ora si

a0
pud, col DUNKEL (*). dimostrare che
1

) = Va,a,..a,,

0" + a,” 4+ ..+ a,”

lim ¢, () = lim <
=0 nw

ar=0

e poiche, nell’ipotesi iniziale di lim @, ==, si sa anche che

lim Va,a,..q4, == lim a, = ),
n—oc . N—00

(1) Generalized geomelric means and algebraic equations. « Annals of
Mathematics » Vol. 11, 1909-1910. )
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cosl il teorema enunciato si pud completare dicendo: se a, >0 ¢
Tim an =2, la funzione y.(x) cosi definita :

n=—oo

1
)" 4+ 0" + o -+ @,
, per x 4= 0

: "
(2) / !ln(-’l‘) —

1 i
Vaa, .. a, per x—20

tende, per n mﬁmto e per qualunque valore reale di x, allo stesso
limite ).

‘Lia (2), come funzione della sola x, & stata studiata dal DuNkgL
L ¢.) e proposta a rappru\‘entaw una « media » in senso generale
dei numeri positivi a,a,..«, in quanto. per ognuno di tali sistemi
finiti di numeri. essa (‘: funzmmn simmetrica degli stessi, ha un
valore compreso fra il loro massimo ¢d il loro minimo, ¢ si- riduce
ad assumere il valore X se a, =0, = ... = @, == ) (}). Si potrd dunque

concludere che se ay >0 ¢ lim a, = A qualunqite media generaliz-
n=ou

zata nel senso di Dunkel dei nuwmeri a,. a,, ..an (e in purticolare
la media armonica, la geometrica, I aritmetica, la quadratica) tende
allo stesso limite ). per limn = co.

Bi sa che se la a,¢,..q,.. non tende ad un limite, ma si
pud scindere in # successioni (¢ finito) ciascuna delle quali tenda
ad un limite ;. %,..A, ¢ 7. T, .7, sono le probabilita che un ter-
'‘mine generico della data successione appartenga rispettivamente
alla prima, seconda. .0 successione parziale, allora la successione
delle medie drltmetu,he e quella delle medie geometriche (qui
bisogna naturalmente supporre d, > 0) tendono rispettivamente a
Ay = Ay e+ A, ed oa AT, 0 % (2), Dioqui siotrae subito
che se per la successione a termini positivi «,@,..q,... si possono
fare le ipotesi ora dette, la media generalizzata di DUNKEL per
qualungue valove reale dell esponente x==0 tende al limite

»
VAP, 4 ATy 4+ oo 4 AT,

(") L’espressione (2), detta dal DUNKEL « media continua », & anche
notevole perché atta a rappresentare le varie medie usualmente impiegate:
cost per x=-—1, xr=0. x=1. x=2 essd si identifica rispettivamente
con la media armonica. con la geometrica, con 1'aritmetica, con la qua-
dratica. Di pin

lim ya(2) = min (@, @5, w@.):  Hm g (o) =max (@, dg. .-
r=-—nC X=00

(®) Cesaro: Analisi Algebrica. Cap. XVIIL . o
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e per k=90 tende al limite
)\]n,/):‘.;kzngw._‘;\rnﬂr,

Dungue, quando la successione a termini positivi @,¢y...¢,... non
tende ad un limite. le medie generalizzate nel senso di DUXKEL
tendono generalmente o limiti diversi per i diversi valori di »
{0 non tendono n nessun limite).

3. Vediamo come il concetto di « media » nel senso del DUNKEL
possit essere esteso al casg (i una variabile reale continua f fra
ae b (b __u=>0. Tmmaginando di dividere I'intervallo (a..b) in «»
parti uguali (h ampiezza . si potri analogamente alla (1) conside-
rare la funzione

1
. A7 (- h)T e+ (@ (e T\
Yoy = (7, SR ’77 p [N f—
i

- \"/’“"h A IR G Ty
= \/ b« T

dalla quale passando al Hmite per # =o< risulterd pep ogni w0

v

b”"'H !
(%) ’/f (lf g'\ (x —-+- 1)”) :}l) per Jj—_—*: 1
‘ \/ Ob—a« - b—a

og b —log a per r— -1

. mentre per « =0 assumeremo convenzionalmente :
#) 1o
= - -
Y C\/ "
Dimostriamo anzitutto che La g cosi definita & uyy
continua. ossia che 1'espressione

| i e
g = Vi

la quale ha valore finito ¢ determinato per ogni X (1, 0). 'rentle
rispettivamente ai limiti

funzione

h—a od lbﬂa/b—b v
1()() [; — ]O" « 8\, ¢
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per x tendente a —1 e tendente a 0. Difatti, assumendo il loga-
ritmo naturale di y ed applicando la regola di I/ HoprtaL si ha
subito: :

1 brt1 __ arti
218 @ e =5

b—a b—a
b logb —a*flloga log 15, logb—loga’

(x +1)b — a)

b 41 @ttt -

lim iog y=1lim ; =loglim "~

= log lim

lim log 5 = lim 2807 = @) —log @+ 1) —log(b —a) _

=0 x
brtllogb —a**loga 1
— lim bx+1__a¢+1‘ x+1:blogb—alog\_a__1 _
1 b—a

1 b—a b—b
—s (1 Vo)

Si ha inoltre, analogamente a gnanto accade per la funzione
del DUNKEL:

® =

lim log # = lim lo T =
e (BY EVTz—p—a

ax+l bz’—f—l B

log (@®** —b"*1) —log(— & — 1) —log (b —a)
- =

= lim

| a -—m—l{
(ac+1)loga+10g)1— b -—log(—x—l)—log(b—a)
. ———— = log«

— lim —
: X

x+1 ) ‘
(@+1) 1ogb+1og§1— (g) | log(x + 1) —log(h—a)
=log

ilzlilolog' Y= lim Z
vale a dire per x tendente a — oo ed a.+ oo la g tende7rispetti-
vamente ai limiti @ e b, che sono il minimo ed il massimo dei
valori assunti dalla variabile continua ¢.

Infine, per ogni valore reale di x il valore della (3) & com-
preso fra a e b. Dunque le (3) e (3') definiscono in (a, b) una fun-
zione che avendo gli stessi requisiti della funzione di Dunkel si pud
considerare come atta a rappresentare una « media continua » della
totalita dei nimeri reali fra a e b; in questo senso le medie
armonica, geometrica, aritmetica, quadratica dei nwmeri stessi si
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avranno n corrvispondenza ai valori — 1,0, 1, 2 di x e quindi
SAranNo :
1

h—a 100\~ b 4+« \/ D+ ha +a?
log b — log ¢ e(a“ - 2 3

4. Un’altra estensione del concetto di media di pitt numeri
a,a, ... ¢,, che supponiamo. reali positivi, si pud avere tenendo
presente una proprietd caratteristica della media aritmetica, e cioe
che la somma algebrica degli scostamenti di tale media dai numeri
dati si annulla. Se, pilt in generale, si chiede di determinare X
cosl che si annulli la somma algebrica dei prodotti degli scosta-
menti combinati a & a k (k<In) in tutti i modi possibili: o

3) Es,q‘s,,u...s(,k = 5(X —ap (X —a ) (X —a,,

):0.

vi & luogo a risolvere I'equazione
5 " A& " 1) Z A1 n-— 2 2(1 s
(9" (;)‘ AV a; +lp o . A

/ “+ {— 1)"2(1,,1(1,,“‘..(1,,,{ =0

avente per radici & numeri Xg1, Xp2... Agr che si potranno dire
« medie aritmetiche » di k° ordine dei numeri dati. Le medie di
ordine % coincidono coi numeri stessi. Evidentemente il primo
membro della (5') si identifica, all’infuori del fattore (n — k!, con
D"=*f(X). avendo posto

(®) fX) =7 (X —a)

¢ pertanto quelle che abbiamo detto « medie » di 1°, 2° ..k°.. or-
dine dei numeri @, non sono altro che le radici delie derivate
n—1*% n —2* ..n — k.. della (6). Tale denominazione & peraltro
giustificata dall’ osservare che: :

o) queste medie si possono effettivamente assumere, ordine
per ordine, a dare una espressione via via meno sintetica del
sistema dei numeri a;;

b) esse godono delle proprieta generiche delle medie quanto
al dovere essere funzioni simmetriche dei numeri dati e all'essere
comprese fra il minimo e il massimo di essi. Inoltre, essendo
# > h >k, le medie di ordine k dei mumeri dati sono anche le
medie di ordine % delle medie di ordine h degli stessi numeri. -
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Proponiamoci anche qui di vedere gquale sia il comportamento
delle varie medie quando il sistema dei numeri positivi a; divenga
infinito, e a tale scopo ricordiamoc che se si pone

I’equazione (5) che fornisce le medie di k° ordine si potrit scrivere
nella forma . -

_ (— 1)* 1 0 .0 —S, |=0
{ 8p 8y w8, — ———
D N h T

veo

I Spot Sk—2... 8, — Sk

Cid posto, si supponga in primo luogo che i numeri «; per-
corrano una successione tendente a A. Scrivendo la (7) nella forma

(— 1jkpt | 1 . Sa; |
— ‘ - 0 v 0 X—"— [ =0,
k! n no
: Ya, 2 -5,
Cx =t g e
‘ n N T
L Sk—1 Ske2 Y =t Sy
‘ n w U T w owm

.
passando al limite per u infinito e notando che allora i termini
della diagonale principale (tranne I'ultimo) tendono a 0. che 1 ter-

L DAy . . . .
mini X — == tendono # X — 2, e che (per il n. 1) i termini della
3

forma

S 1

Ay - -

= SN XL )

n W

tendono a: X" — ¢p X1 == X", si ottiene 1 equazione:

(A —A)r=10

.

la guale significa che gquando lim a; = X le medie aritmetiche di
qualunque ordine tendono allo stesso limite ). (ciod coincidono con
la media aritmetica di 1° ordine).

Alla stessa conclusione si perviene anche se la successione d;
non tende ad un limite, ma si scinde in un numero finito di
successioni tendenti a limiti finiti.
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, Infine se i numeri dati assumono i valori della variabile con-
tinua t fra « e b (b > a > 0), si ha anzitutto (lall’pquazmne (1)

At 0 .0 XX—tAt | =0
VX - HAL 2AF . 0 (X — e

SN — fHEAL X — HrAt
¢ passando al limite:

© b R
(./'(4\' — f)dt) == ()

ciod, anche in questo caso le medie aritmetiche di qualunque ordine
venrgono « coincidere in un unico valore

b
Y — ,;/ bt -+ b
A= b ~ = 2
/ di

(€3

costituente lu media aritmetica (bavicentro) di quel continuo.



