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PICCOLE NOTE 137

Sulla relazione vjt<o2 — 7j2(ol —

nella teoria delle funzioni ellittiche.

Nota di Beppo Levi (a Parma).

Nella trattazione della teoria delle funzioni ellittiche secondo 
Weierstrass si stabilisce abitualmente la relazione fondamentale

(1) *11“» — W»1 =-Ö

mediante un’integrazione lungo un parallelogramma dei periodi (*): 
è chiaro però che questo modo di procedere rompe la purezza del 
metodo algebrico che caratterizza l’esposizione del Weierstrass. 
Il quale infatti segue altra via, limitandosi in un primo tempo a 
stabilire, mediante un 'calcolo semplicissimo (e noto) la verità 
della (1) quando nel 2° membro si ponga un multiplo indetermi-

(3) Cfr., per es., Bianchi: Lezioni sulla teoria delle funzioni di varia­
bile complessa e delle funzioni ellittiche, Pisa, Spoerri, 1916, pag. 291. 
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nato dispari di -g (1), mentre solo più tardi (î) egli riesce a sta­

bilire il valore esatto 1 del coefficiente di moltiplicità, mediante 
un calcolo alquanto laborioso. Non mi è noto che sia stata indi­
cata altrove via più semplice (3)) ed è perciò che credo non inutile 
esporre brevemente quella che segue.

1. Premettiamo il
Lemma. — Se una funzione analitica esiste ed è regolare in 

una corona circolare di centro z — 0 e di raggi ç> < p", e soddisfa 
ad una relazione della forma

(2) y(qsz) — Cz"ty(z)

con <|q|<l, s > 0 ? è certamente m < 0, ovvero m = 0 e y(z) si 

riduce ad un monomio : cp(z) = a
Supponiamo invero scritto lo sviluppo di Laurent della ty(z) 

nella supposta corona circolare, e sia

-4-00
(3) cp(z) — 2 a,«1.

La relazione (2) dà
4-00 4-00 4-00
2 aìqsizi = 2 = 2 Ca^^
—oo —oo —oo

Supponendo j z | sufficentemente prossimo a p" si può fare in 
modo che z e qsz siano entrambi interni alla corona di esistenza 
di P(s); allora la prima e l’ultima serie debbono essere identiche 
e deve perciò essere

Questa relazione è senz’altro assurda se m = 0, a meno che y(z) 
sia della forma y(z) = arzr, perche dà qsi — C, costante al variare 
di i, e quindi j q \ = 1. Per si ottiene per induzione

, . k(k—1> m---------— tm

(k intero, positivo negativo o nullo).

(t) Cfr. Weierstrass: Vorlesungen u. d. Th. der elliptischen Functionen. 
Werke, Bd. V, pag. 73; anche Bianchi, 1. c., in nota.

(2) Weierstrass, 1. c., pag. 130.
(3) Sempre, naturalmente, nell’ordine di idèe indicato.
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Sostituendo in (3) risulta

1 k=-t-<x> »»— *-ó -
P(-) = 2 a.-« 2 («”•« 2 O'-»)*.

*=0 k=-—oo

Entro la corona circolare desistenza della ciascuna 
delle serie

. . , k~1tA\ ■ 4-00 gi------  »w, L(4) 2 2 0-1)^

deve essere assolutamente convergente. Eoniamo

z=\q\^ + ri^-i C= \qlr~hs^~1>

la (4) si scrive

4go 4- si — sm — y ) k 4- (my 4- ti — ~~ tm — 1

e, a causa di | q | < 1, non può essere assolutamente convergente 
se non quando, per k sufficentemente elevato in valore assoluto, 
sia costantemente

mC 4- si — —77— sm — v > fi* 2 1 /
ossia

f k—1 \Ç------ g— si 4- stz' — y > 0 per k > 0

/<* j & \ H~ 1'\ . « 7 A
wìk 4- -—l9— s > 4- sr — Y < 0 per k < 0.

Si vede subito che queste disuguaglianze cessano di essere 
verificate, per |fc| sufficentemente elevato, se m > 0; se invece 
me 0 esse si verificano entrambe, da Un certo valore di \k\ in 
poi, nella forma forte, in cui al 2° membro si sostituisca dz 3 (3 > 0 
arbitrario), il che assicura la convergenza assoluta della serie i4). 
E ciò qualunque sia Ç 4-47V— 1, purché finito: la serie (3) è allora 
convergente in tutto il piano, fatta eccezióne per i punti z = 0 
e 2 = 00,

2. Basta ora raccogliere alcuni element^ ^sostanzialmente noti 
per dedurre dal lemma dimostrato la relazione x(l). Si sa invero 
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che la funzione
à —

f(x) = e 2a>i a(x)

dove o è la nota funzione di Weierstrass, è periodica con 
periodo 2a>x ? e soddisfa alP equazione

= e

avendo posto

to« . . Tri co9 . _ TìiW, —— 2-r(’1i«’s-%'»i) + 2 - —2 —
/(«•+- 2<at) = e “i 2(0< e

— ni—2 (l — 1) 4- ni 
°>i

— nix I 
e~^~ fx,

Essa è d? altronde funzione intera, per cui, ponendo

nix niiò 2
= z e œi = q 

f(®) ==?(*)?

si definisce una funzione regolare in tutto il piano, fatta 
eccezione per i punti z = 0 e « = ©o, soddisfacente alla relazione

— (Z — 1) -Z
= <k Z P(z).

Poiché si possono notoriamente ordinare i periodi in modo 
che risulti |#|<1, il nostro lemma ci dice allora che l> 1.

D’ altra parte la funzione

-4-00 oo
ch(z) = 11(1 — q2nz) H(1 — q2nz~x) o 1

soddisfa alla relazione
(Ot 

ty(q2z} — — q'g-1

ed ha gli stessi zeri semplici di per cui la funzione 
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è ancora regolare in Lutto il piano, fatta eccezione per i punti z = 0 
e s — exr e soddisfa alla relazione

d>(^) —

Ma, essendosi già trovato l> 1, questa relazione risulta in 
contraddizione col nostro lemma a meno che sia precisamente

1 = 1

d>(z) ri ducendosi ad un monomio; poiché d’altronde l’ultima 
relazione si scrive allora

D(S's) — ®(«),

questo monomio non può essere che una costante.
Si determina questa costante con considerazioni note (per 

es. da lim 2^9 = 1) e sj riesce al noto sviluppo di f(x) o di dia?) 
2=0 Z 

in prodotto infinito.

Parma, 18 aprile 1921.


