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PICCOLE NOTE 123

Sulla chiusura del sistema di funzioni di Fourier.

Nota di Leonida Tonelli (a Bologna).

La Nota del prof. Tonolo, sulla chiusura del sistema di fun­
zioni di Fourier

(1) 1, cos M, sen a?,..., cos noo, sen -rn,...,

mi induce a pubblicare la dimostrazione che di questa chiusura 
diedi alcuni anni fa nelle mie lezioni di Analisi superiore. Tale 
dimostrazione è del tutto elementare e non fa ricorso nè al teo­
rema del Vitali nè al concetto di convergenza in media, che il 
Tonolo utilizza; ed è anche indipendente dalla teoria delle serie 
di Fourier. In essa viene usata, con un conveniente adattamento, 
un’ osservazione già sfruttata dal Severini per la dimostrazione 
della chiusura del sistema 1, «r, oo ,.. • oo , « • • •

Vogliamo dunque provare che ogni funzione /(a?), integrabile 
(intenderemo sempre nel senso del Lebesgue) nell’ intervallo (0, 2tc) e 
soddisfacente alle infinite uguaglianze

2n à

^f(oo) cos noodoo — 0, sen noodoo = 0,
' 0 0

n = 0, 1, 2,...,

è nulla quasi dappertutto.
Proviamo, innanzi tutto, che, se esiste una funzione /(#) inte­

grabile, soddisfacente alle (2) e non nulla quasi dappertutto 
in (0, 2ir), esiste anche una funzione <!>(#), continua in tutto (0, 2ti), 
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soddisfacente alle (2) e non identicamente nulla. Ed infatti, posto

<3)

con

X

d>(M) — § 4-'
0

2n x

0 0

abbiamo, in primo luogo,
2rc

J <f)(x}dx — 0.
o

Abbiamo poi, osservando'che, per la prima delle (2), è 
d>(0) = d>(2rc) = ö, e integrando per parti

2rr

cos nxdx — nj* <!>(#) sen nxdx, 
o

27T 2?r

J*f(x) sen nxàx — — njd>(ü?) cos nxdx, 
0 0

e ciò prova che la <!>(#), come la f(x), è una soluzione del sistema (2). 
La 4>(n) non è poi identicamente nulla, perchè, se lo fosse, dalla (3) 
risulterebbe f(x} — 0 quasi dappertutto in (0, 2ir).

Dopo di ciò, basta dimostrare che il sistema (2) non ammette 
soluzioni continue non identicamente nulle. Si supponga che esista 
una tale soluzione* e ripetendo un ragionamento già fatto dal 
Lebesgue, si consideri iin intervallo (a, -), interno a (0, 2ir), in 
cui la f(x) conservi un segno costante, senza mai annullarsi. Sia, 
per fissare le idee, f(x) > m > 0 in (a, ö), e indichiamo con M il 
massimo modulo della f(x) in tutto (0, 2n). Poniamo

/ a 4- b\ b — a qp(x) = 1 4- COS 1 M---- -— I — COS ——?

e consideriamo la potenza yn(x), con n intero X> 0. Poiché la ylx) 
è >-1 in ogni punto interno ad (a, -), e in modulo 1 in tutti 
gli altri punti di (0, 2rc), se indichiamo con (a, ß) un intervallo 
interno a (n, ö), cp(x) resta maggiore di un l > 1 in tutto (a, ß) e 
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perciò, in tale intervallo, è cpn(a?)>Zw. È dunque

b ß
^f(x)<^n(x)dx > j f(x)yn(x)dx > mZn(ß — a), 
a a

e siccome è
a

J fiœ)qn(x)dx
o

27C

b

2Mr,

ne viene, per n-*oo,

oc.

o

Ma sviluppando zpn(#), otteniamo un polinomio in sen x e cosa?, 
e quindi una funzione lineare di cosa?, cos 2a?,cos na?, sena?, 
sen 2a?,..., sen nx :

P"ia?) — cos Tx 4- Ucr' sen ra?, 
r--0 r=l

onde
1 27C 2tc

J/(xj^n(a?)da? — SOpJ/fa?) cos rxdx Sc,.'J/(a?) sen ra?da? 
0 o . - o

e tutti i termini di questa somma sono nulli perchè la f[x) è sup­
posta soluzione del sistema (2). Ciò contraddice alla (4)*

Osserviamo che, dimostrata la chiusura del sistema (1) rela­
tivamente alP intervallo (0, 2rc), risulta dimostrata la chiusura 
anche relarivamènte ad ogni intervallo (a, b) contenuto in (0, 2n). 
Ed infatti, se esistesse una funzione /(§?), integrabile e non quasi 
dappertutto nulla in (a, ò), e soddisfacente al sistema 

d • b
J/(a?) cos -rrà = 0, j/(a?) sen A^?à = 0,

n = 0, 1, 2...,

la funzione /Ja?), coincidente con la /(a?) in (a, b) e nulla altrove, 
sarebbe una soluzione del sistema (2) non quasi dappertutto nulla 
in (0, 2tc). Così si ha anche la chiusura del sistema (1) in ogni 
intervallo (u, è) tale che 0 < b — a< 2tt. Per b — a > 2e non può 
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dirsi altrettanto. Se, per esempio, consideriamo P intervallo (0, 4rc), 
il sistema

4 71 471

J/(<r) cos nxdx — 0, ^f(x) sen nxdx — 0,
o • o

n = 0, 1, 2,...,

ammette almeno le due soluzioni f(x)~ sen'~, f(x) = cos^.


