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PICCOLE NOTE 121

Sulla chiusura del sistema di fanzioni
1 cos nac  sin nae
V2’ Vz ' V=x

nell’intervalle (0, 2r).

(n=1, 2, 3,..)

Nota di ANeELO TONOLO (a Padova).

Il prof. VITALI nella Nota: Sulla condizione di chiusura di un
sistema di funzioni ortogonali (Rend. della R. Acec. dei Lincei,
vol. XXX, serie 5% 2° sem., 1921), dimostra che, se

09) P1(@); Ps(®)y  Pa()yens

¢ un sistema normale e ortogonale di funzioni definite in un
intervallo (a, b) sommabili insieme ai loro quadrzti !a condizione
necessaria e sufficiente perche il sistema (1) sia chiuso, & che
per ogni « di (a, b) si abbia:

(2) | x—a:iq{j‘cp (w/dx

&

Egli ha poi. applicato questo. criterio alla dimostrazione della
chiusura del sistema di funzioni normali e ortogonali nell’in-
tervallo (0, 2m):
(1)

1 cosnx  sin nw

vz’ Ve ' V=
I1 prof. ViTaLt fa vedere che per il sistema (1), la ;fela-
zione (2) si riduce alla seguente:

(n=1, 2, 3,...).
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E poiche il primo membro della (\3)‘& proprio la serie‘di‘

FoURIER della funzione che figura nel secondo membro, la OP"I*

sura del sistema (1) sara provata, se si dimostrera che la funzione
. . .
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to[ 8,

(4) ' _ Sflw) =

& la somma del corrispondente sviluppo in serie di FOURIER
n (0, 2m).
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Ora cido si vede rapidamente nel modo che segume: Intanto
proviamo che per la fanzione (4) si ha:
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Infatti, come facilmente si riconosce,
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Concludiamo che la serie
o2 cos nx
r N &
() Z —

converge in media verso la funzione f(z) D’altra parte i termini
di questa serie sono funzioni continue, ed essa & totalmente con-
vergente, perché i suoi termini non superano in valore assoluto
i corrispondenti termini positivi della serie convergente.

o 1

La serie (5) converge allora nell’intervallo (0, 2r) verso una
funzione continua che diremo — per il momento — ¢(x). Ma per

(') Ved. p. es.: E. Cesaro, Uorso di Analisi algebrica (Fratelli Bocea,
Torino), XXIV. pag. 143.



PICCOLE NOTE 123

la gia dimostrata convergenza in media della serie (5) in (0, 2r),
associando convenientemente i suoi termini, possiamo renderla
convergente generalmente verso la funzione f(x). Allora, in (0, 2r)
la differenza f{x) — J(x) & funzione continua, ¢ generalmente nulla:
percio essa & nulla in ogni punto dell’intervallo (0, 2x). Quindi,
essendo flx)=1J(x), ln serie (5) converge verso fiz) in (0, 2xt), c. d. d. (}).

(") 1 eriterio di chinsura del prof. Vitart e stato recentemente ritro-
vato dal sig. J. TamarkiN nella Nota: 4 new proof of Parseval’ s identity
Sfor trigonometric functions (Annals of Mathematics, Vol 27, Second Series,
n. 4, 1926). - ‘



