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PICCOLE NOTE

Invarianti proiettivi, metrici, affini di una superficie.
Nota di Guido Tubini (a Torino).

§ 1. Si presentano talvolta problemi di geometria differenziale 
relativi nello stesso tempo a proprietà metriche ed a proprietà 
proiettive di una superficie S. In tal caso si possono esprimere 
gli elementi proiettivi della superficie 8 mediante gli elementi 
metrici ; ma questo metodo porta talvolta a complicazioni, che si 
evitano se si parte invece da una definizione proiettiva della 
superficie. Voglio qui porre in luce il substrato analitico di questo 
secondo modo di procedere, facendo vedere come si possa, dagli ele­
menti di carattere proiettivo, risalire a quelli di tipo metrico od 
affine. Tratterò poi, come esempio, un problema particolare. Per 
la geometria metrica userò senz’altro le notazioni delle classiche 
Lezioni di -Geometria Differenziale del prof. Bianchi; per la Geo­
metria proiettivo-differenziai  e quelle del trattato pubblicato da me 
e dal prof. Cech (Bologna, Zanichelli). La superficie 8 è riferita 
alle asintotiche n, v (*). Dagli elementi metrici si passa agli ele­
menti fondamentali nella geometria affine ponendo :

ove
se con indico — eco. Posto " du 

(2) K = — curvatura totale di Gauss

Si potrebbe definire non solo M, mediante (1), ma anche la
stessa 6, ponendo:

(3) — F* = \IeG — _Fä;a ossia

(9 Con ciò si escludono le sviluppabili.
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L’aggiunta di una costante alla 6 muta una superficie in una 
simile.

Gli elementi proiettivi sono [oltre alle ß, y date da (1)] le:

(4)

Essi sono legati dalle sole condizioni d’integrabilità :

_ \ L„= — (2ßy„-i-Yß„), Mu = — (2yßt)ßy„)
(5) \

i ßjfv 4- 27lfßv -f- ßvvv — -+- 2Lyu Xuuu •

Note ß, y, L, Af, la superficie F è determinata a meno di 
una collineazione.

Allora le (4) si possono considerare come equazioni nella 0, 
certo integrabili in virtù di (5). Introduciamo una nuova inco­
gnita, ponendo

« m log (7.

Sarà, per le equazioni di Codazzi ;

Se fossero note la 0 (determinata dalle (4)) e la s, noi cono­
sceremmo tutti i simboli di Christoffel (1) e (6) per l’elemento 
lineare di Gauss; e quindi, come è noto dalla teoria delle forme 
quadratiche differenziali del 1° ordine, anche i suoi coefficienti
E, F, G. Troveremmo che questi sono dati dalle :

i -4- ßav — — (ßt. -4- ßOja — E^
(?) — (fta ■+■ ßr)^ = — Fa-9

\ cjw -4- — 0vav — (yM -+- Yu)^ — G^“8.

Proveremo ben presto queste equazioni (7) anche in altro 
modo. Così pure, mediante le (1) e (6), siamo in grado di espri­
mere le derivate di Eì F, G mediante funzioni lineari delle E,
F, G, Troviamo così:

/ J^ = 2(0^4-.ßP) Ev = 2(Esv + Fsu).
(8) FU = E8, + F8U + 6J? + $O Fv=G8u + Fsv + QvF + XE

I Gu = 2(Gsu -+- Fsv) Gv = 2(0,G 4- fF).

Le (4), (7), (8) formano un sistema di equazioni nelle 8 —log (7, 9,
E, E, G che si riconoscono illimitatamente integrabili, e determinano 
gli elementi metrici euclideif quando siano dati i proiettivi.



PICCOLE NOTE 115

La relazione (3) è identicamente soddisfatta (con?e facile veri­
ficare osservando che le relazioni ottenute derivando sono con­
seguenza delle precedenti), se è soddisfatta nel punto iniziale; 
restano dunque arbitrarli i valori iniziali di s, av, 0, 6n, 0t), 0M„, 
J?, j?, G legati da (3), cioè restano arbitrarie nove costanti : come 
ci si poteva aspettare perchè le proiettività sono oo15, i movi­
menti co6, e 15 — 6 — 9.

Le (7) si possono provare anche in altro modo : alle coordi­
nate cartesiane ortogonali corrispondono, nella legge di norma­
zione della geometria proiettiva, le coordinate di Lelieuvbe : 
le prime tre di esse sono Ç = cjX, tq — oY, Ç = aZ,. se X, F, Z sono 
i coseni direttori della normale.

Per i teoremi generali della geometria proiettiva queste sod­
disfano alle :

1 U - [0«tl - fa' + l?, + ß8,)§] = 0
(9) Ç!lr - (0„, -+- 3y)Ç = 0 (e analoghe in y], Z)

‘ ç,..HU--Yt. + (Y.- + YM] = o

Za seconda delle quali dipende da ciò che le coordinate cartesiane 
sono coordinate non omogenee (loc. cit. pag. 109 .

D’altra parte, per la teoria dell’ immagine sferica di Gauss, 
le X, T, Z soddisfano alle :

l Xnu - |(0, - 28aX, - ßX,. - = 0
(10) A,„. — I —«,.X„ -s„A„ -+■ J’I-’A'J = 0

; X,.r - I — YA„ ih, — 2«,,)A', - Gl- 4 A] = 0.

Basta scrivere che, posto f — cX. le (9) e (10) si riducono le 
ime alle altre pei- ottenere le (7).

§ 2. Studii analoghi si possono compiere in geometria non 
euclidea: noi supponiamo uguale ad 1 la curvatura dello spazio 
ambiente. Al posto di (2) si dovrà porre

(2bis) K—1 —----- 4 (X — logG)a

Le (6), (3), (8) rimangono immutate; ma le (7) diventano:

i — [0MaM — ßat. + + ß0,.)a}= AV~3
(ìbis) j — \F + 0nr -s- ßy] — — Fg~ 3

[ aw — [0ru, — yoM -+- (— G yw +- y0Ja = Gb“3.
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Le (5) rimangono immutate, ma alle (4) si debbono sostituire le

h — 0etn g — ßöv — ßv -+■ 2E, 
(4dis) \ 1

s M = 0W — g 0/ — yòu — Y« + 2G.

E si può procedere come sopra. Non si può però estendere 
l’ultima parte del § 1 relativa alle coordinate di Lelieuvre. 
Infatti, se x, X sono le coordinate di Weierstrass di punto e di 
piano tangente, alle #, nella legge di normazione della geometria 
proiettiva, corrispondono le £ — aX, che pertanto soddisfano alle:

i"brs) ;
( Ç.,., = — y£/t -+~ 0r£v — G -+- + yO/J.

Poiché le X soddisfano alla prima e terza delle (10), potremo 
come al § 1, dedurne la prima e terza delle (ìbis). Non possiamo 
però ricavare la seconda, perché ci manca l’ analoga della seconda 
delle (9) : la quale non si può generalizzare al caso attuale perché 
le cordinate x di Weierstrass di punto sono ancora coordinate 
omogenee.

\xu. Le due rette coincidono soltanto se

punto xav — svxt
__ 1
~~ 2

§ 3. Applicheremo i precedenti risultati alla ricerca delle 
superfìcie, per cui la normale metrica coincide con la direttrice di 
Wilczynski f1). Queste rette congiungono il punto x l’una al

1’ altra al punto xav — | ( 6U -+- — —

__  A -4-— Oo --  A -4- —^,sv --  \Jv — vu .

(j pSe ne trae——log - = 0. Cambiando parametri delle u, v 
dudv y

potremo rendere 3 = y: cioè la superficie è isotermo-asintotica. Eie 
precedenti diventano

(11) 2$v = 0V ■+■ dog , 2sn — 6Ì(/ -+- (log

Sostituendo nella prima e terza della (7) e (7bis) questi valori 
di= e «»zztijo, tenendo conto di (4) e (4bis)? e indicando

(q La direttrice è definita solo per superficie non rigate. 
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con ae/qf, agi secondi membri.di (7) o (7mb) troviamo:

( 12) 2eß- = ßß„M - I ßM» -f- ß»Z, 2jß‘ = ßß™ - I ß.* + ßsM.

Per le (5) se ne trae :

(13) 2ße8 = (ßB)M 2ßp„ = [ßB],
ov’ è posto

Per calcolare af non serve la seconda delle (7) o (7Mb), perchè 
0MÜ non ci è noto.

Questa difficoltà si supera osservando che le (8) equivalgono 
alle equazioni che se ne deducono sostituendo alle F. F, G, 6, ß, y 
le 6, /, A, 0 — 2«, — ß, — y - equazioni che, pur senza scriverle, 
chiameremo equazioni (Vili). Si osserva allora che, in virtù 
di (11) le (Vili) danno:

(15) (ßH/=m^-2ß3/,
ossia :
(16) ' - 4?*/= fr™ ~+~ 2ßwL + ß?A/ = ßew 2ßvJf + ßM,.

La identità del 2° e 3° membro segue anche dalle (5). Si tratta 
di eliminare la s tra tutte queste equazioni ; si riesce a far questo 
(ciò che a prima vista sembra difficile) in modo inaspettatamente 
semplice osservando che dalle (Vili) e (11) segue :

(17) - 4ß's + 2ßev - 4(ß/)M = 0 - 4ß^ + 2}gn - 4(ß/)r == 0.

Per le (13), (15), (16), in cui si consideri il terzo membro, la 
prima di queste diventa :

(ßB 4- 24- + Mv\u - 2(ßßrr - l ßv + m.
r p “

Ricordando il valore di Mu tratto da (5), questa diventa una 
equazione lineare in 31, che si riconosce con qualche artifìcio 
potersi scrivere nella forma :

U8) - 2BM-HßB)w-HB„ + 3^Be4-3^B = 0.
P . .P-

E analogamente si trova:

,19) '2BZ4-(ßB)e 4-Bw4-3^Bm + 3^B = 0.
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L’aver scritto la precedente equazione nella forma (18) è di 
fondamentale importanza: essa dimostra che tale equazione in M 
non è mai irresolubile ; perchè, se il coefficiente B della M è nullo, 
la (18) è identicamente soddisfatta. Dobbiamo distinguere dunque 
due casi :

1°) La B è nulla, cioè le asintotiche della superficie S ap­
partengono a complessi lineari. Dato ß (che si trova integrando 
l’equazione di Liouville B = 0) le Z, M (cfr. il mio trattato 
già cit., pag. 115) sono determinate a meno di costanti arbi­
trarie : le superficie corrispondenti, tutte tra loro proiettivamente 
applicabili, sono (loc. cit., pag. 272) o superficie a curvatura nulla 
negli spazii a curvatura costante, per cui è ben nota la coin­
cidenza della normale metrica con la direttrice, oppure ne sono 
un caso limite, che nel problema attuale è privo di ogni inte­
resse. Infatti in tal caso (loc. cit.):

VW <logß 1/8 log py „

a* log ß 1/aiogßV
M dv2 2\ a» / + V1

kU2 — rU -+■ 2q kU2 ■+■ rU +- 2q
V)— JJ, V,— y,

ove U è funzione di u, F di r, L, r, q sono costanti legate dalla 
qk~2r2. Se k ----- 0 anche r = 0; se Ä: 0, mutando ZT, F in 
Z7 — cost., F —cost., possiamo rendere r = q==0, e poi, mutando

Z7, F in rendere k = r = 0. In ogni caso pertanto si può

supporre k = r = 0.
Si trova allora dalle (12), (15) 

-A f__ «_- jj,, 9- F, J— cosicché 6A—/2=0,

caso assurdo, perchè le sviluppabili (ed anzi le rigate) sono escluse 
da questo studio.

2°) Se le (18), (19) determinano Z, Jf, appena sia
data ß. Sostituendo in (5) troviamo, per la determinazione di ß, un 
sistema di 3 equazioni alle derivate parziali nell’incognita ß (nota 
la quale, essendo y = ß ed Z, M essendo date dalle (18) e (19), 
la nostra superfìcie è completamente determinata a meno di una 
determinazione). Lo studio di questo sistema non presenta diffi­
coltà: non ce ne occupiamo, sia per la sua lunghezza, sia perchè 
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le eventuali superficie corrispondenti sono assai meno interes­
santi di quelle del 1° caso: le quali si possono caratterizzare 
dicendo che la coincidenza della normale metrica con là diret­
trice si conserva anche attraverso deformazioni proiettive: è ben 
curioso che ciò abbia per conseguenza che le asintotiche appar­
tengono a complessi lineari, e che la loro curvatura metrica to­
tale è nulla !

§ 4. Potremmo chiederci quando coincidono la normale me­
trica e la proiettiva. Se Ç sono coordinate di Weirrstrass di 
piano tangente se la metrica è non euclidea, o se le prime tre di 
esse coincidono coi coseni direttori della normale, se la metrica 
è euclidea, ad esse corrispondono, nella legge di normazione della 
geometria proiettiva, le coordinate di punto x = x : o; la normale 
metrica (che congiunge il punto x al punto xuv) coincide con la 
normale proiettiva, se le x sono coordinate normali di punti, cioè 
se le Ç precedentemente citate sono coordinate normali di piano 
tangente. Basta questo per scrivere immediatamente 1’ equazione 
alle derivate parziali, da cui dipende la ricerca delle nostre 
superficie.

§ 5. Infine potremmo, invece della direttrice, o della normale 
proiettiva, considerare una retta canonica qualsiasi. Di ciò ci vo­
gliamo ora occupare, anche senza condurre a termine la ricerca, 
ma accontentandoci di ridurla a un calcolo lungo, ma senza più 
alcuna difficoltà; ne risulterà ben chiaro che gli unici casi inte­
ressanti sono i precedenti. Si trova che per un valore numerico 
di X deve essere :

— 8V — ( 2X (log ß)t> ■+■ ^X 2) (IoA y)» — 2 bv

— 8U = fx -4- (log ß)u -4- 2^ (logy)« 2^u

da cui si deduce che, escluso il 

proiettiva già esaurito al § 4) è

caso X — 0 (quello della normale

— 0, cosicché, come al § 3,

si può supporre ß = y; e, posto p — — (6X -+- 2), le precedenti di­
ventano :

2s — 0 -+- |X log ß -+- cost.

È = X nel caso (trattato al § 3) della direttrice.
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Come al § 3 si deduce :

2e L -+- (p — l)ßt> 4- p.(log ß««) 4- ~ p- 
(12bis) ! LI2 ß 2

I 2g = M-+-(l1 - 1)3« 4- p(log ß)w 4- 
J P 

(i5bia) (232^k = (zpvg)* = - 4ß2^r/
(17bi. ) - 43^^ 4- 2ß^ev - 4(ßP/M = - 4ß^e 4- - 4(ßp/jv = 0.

Il confronto^ dei primi due membri di (15bia) dà un’equazione, 
che, se pi =|= 1, non coincide con la terza delle condizioni d’inte­
grabilità (5). Il caso p = 1 essendo già studiato al § 3, noi, sup­
posto p 4= 1> possiamo, confrontando l’equazione testé ottenuta 
con la teoria di (5), dedurne i valori di Lu — Mv e di Lßu — Jfßt 
espressi per mezzo di ß e sue derivate. Altrettanto avverrà (se 
ßM 4= 0 (x)) per L — M~] ora emendo noto il valore di Lu — Mv ed 
essendo dati Lv ed Mu da (5), derivando rispetto u o rispetto v, 
ne deduciamo i valori di Mv — Jf| 
rivando rispetto u 
deduciamo i valori

1 1 T(1calcolano L\ log z- 
\ P

e di Mv — Jfllog^ . De- 
.. -, u \ Pm/

e ricordando il valore di Mn dato da (5) ne

(ß \ /□ \
log^ e di M\~~\ ; e similmente si

pu/uv \Pu/uu
I ed Æ) .
uv \pvjvv

Così la prima delle (I7bi8> permette di calcolare, per mezzo 
di ß e sue derivate la

M. ■+- AM ove A = 2n(|i- 2)^4-2n^-2f,
P P« pu

donde, derivando rispetto u si trae il valore di AUM. Un risul­
tato analogo si trova per L. Di più, essendo note Lßu — Mßv, 
entrambe le L, M saranno note, appena sia calcolata una di esse. 
Dunque, esclusi casi particolarissimi il cui studio si compie im­
mediatamente, potremo calcolare i valori di ó, M per mezzo 
della ß e derivate. Esprimendo che tali valori delle L, M soddi­
sfano alle condizioni volute, si trova un sistema di equazioni 
nella sola ß. Come si vede, si tratta di uno studio analogo al 
secondo caso del § 3 (2). E, in conclusióne, riconosciamo che vi 
sono due soli casi veramente notevoli: quello del §4 e quello delle 
superficie a curvatura nulla in uno spazio di curvatura costante.

(*) Lo studio dei casi ßM == 0 o ßv =■ 0 si compie senza difficoltà. Perciò 
supporremo ßMßv4=d-

(2) Non è escluso che tali equazioni siano incompatibili; ciò si può 
vedere soltanto da chi espliciti le condizioni d'integrabilità.


