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Sulle funzioni omogenee.

Nota di MiNego CHINI (a Firenze),

Sulle fuiioni omogenee proponiamoci la seguente questione:

Quali funzioni di una o pii funzioni omogence 80n0 ARVOTE 0OMo-
genee nelle variabili di queste?

Per esempio, il prodotto di due o piu funzioni omogenee &
ancora una funzione omogenea, mentre la loro somma, se i gradi
di omogeneita sono differenti, non lo & piu.

Considerando dapprima il caso in cui sia data una sola fun-
zione omogenea u(x,, ry,., x,), osservisi che, se il grado &i omo-
geneitd & zero, qualsivoglia funzione di u sara pure omogenea di
grado zero, perche u dovra corftencre soltanto i rapporti tra n — 1
variabili e la rimanente.

Supposto diverso da zero il grado p di omogeneita della u,
osgerviamo allora c¢he la funzione

‘/.(u) == :F’(‘L‘l’ ‘1;2#"‘7 "l.n)

sard omogeney di grado & quando, per ogni sistema di valori
delle variabili

U :}v,,..., z,, i
si abbia identicamente:
ALy By yenny 1) == QX)) g gy ).
Ma essendo:
WX,y Uy gy L) = Pu(®,, Byyeny @),

la precedente condizione equivale all’altra:

k
fitew) = tf(u) = (7 ) fiu),

la quale deve essere soddisfatta per tutti i possibili valori che
assume u, ¢ qualunque sia ¢ Il che significa che la funzione

S ()

della variabile u deve essere omogenea {di grado b = kfp). Quindi
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deve aversi:
JSlu) = aud,

con a costante arbitraria (%).

Dungue: Lunico simbolo di funzicne che operando sopra una
Junzione omogenea, di grado differente da zero, la conserva omogenea,
& Delevazione a potenza (oltre la moltiplicazione per un fattore
costante).

Passando ora al caso generale, cioe quello in cui le funzioni
assegnate siano m, supporremo che le variabili che figurano com-
plessivamente in esse (potendo in qualche funzione esservene solo
una parte) siano ,, r,,.., &,; ¢ quindi considereremo le m fun-
zionl omogenee:

U@y Tygeery Byly WolT )y Xgyaney Tlvees W[y Byyeery Tphe

Anche questa volta, se le % sono tutte di grado zero, qual-
sivoglia funzione delle u sara pure omogenea di grado zero.

Se poi le u hanno tutte lo stesso grado ¢ di omogeneita, diverso
dn zero, affinché una funzione

Ty Bggenny Up) == DIZ Ly Xy puey X,,)

sia omogenea di grado k nelle variabili x,, x,,.., z,, sard neces-
sario e sufficiente che, per ogni sistema di valori delle variabili

L)y Loyeeny Xy b

si abbia:
S8 Uy P Uy gy PU) == 5[ (U Uiy U)o

1l che significa che la funzione
Sty %y u,,)

delie m variabili w,, %4,.., %, & omogenea, di grado k/p, rispetto
a queste.

Dunque: Soltanto le funzioni omogenee di date funzioni omo-
genee, aventi lo stesso grado (non nullo) di omogeneita, restuno omogenee
anche rispetto alle variabili di queste date funzioni.

(XY Una fanzione della sola variabile @, clie sin omogenea di grado b,
€ pecessarinmente della forma

Sla) = a:l:l’,4 )

con a costante arbitraria, come & facile riconoscere.
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Supposto poi che i gradi di omogeneitd 2,, pyyeey g DON
siano tutti nguali tra loro, e nessuno sia nullo, osserveremo che

le funzioni
1 18 1

.
v, = U, V= U 0, =,

sono omogenee di primo grado nelle variabili z,, x,,.., z,. Percio
ogni funzione omogenes nelle v — che sard una funzione delle
non sempre omogenea rispetto a queste — risultera funzione
omogenea nelle variabili 2, «,,..., #,, per quanto fu visto innanzi.
Ed ora proveremo che nessun’altra funzione delle » potra risultare
funzione omogenea delle z,, ,.., 2,.

Infatti la funzione

SOy Uy geeey Uy) = QX)) Xgyerry L)

sard omogenea (di grado k) nelle variabili »,, @,,.., #, solo quando
risulti soddisfatta la condizione di EULERO:

Ma essendo:

ne ricavianio:

Ve af
Z?‘w" % = Z <gu Z ) ZPLUL U”N/

Possiamo dunque dire che la funzione risultante ¢(x;, @y, 2,)
sard ancora omogenen solo quando si “scelga per fluy, Uy, %,)
una tunzione che soddisfi all’equazione a derivate parziali:

of .
( u,; = kf.
(1) 2o =k
Ma se in questa assumiamo come nuove variabili le altre:
1 1 _1
k]

v, =", vy =P, 0, w,,

essa diventa:
of .
v, - =kf.
Z lC'Ui f
E quest’ultima ci dice che ogni suo integrale & una funzione
omogenea (di grado k) nelle variabili v, sy 0,. Pereido ogui
integrale :
Sty Ugyeny Up)



PICCOLE NOTE 39

dell"equazione (1j & una funzione omogenea dellé quantitdy |

1 1 b
12 4 P
Uy Wyt yeeey Uy

Dopo cio, possiamo concludere:

Se u,, Uy,..., Um S0n0 funzioni omogenee nelle variabili x,, X,,.., X
le sole funzioni delle u che risultano ancora omogenee nelle dette va-
riabili sono le funzioni omogenee delle quantita

1 1

1
?; 2
ulp' y U, ",..., ’M,mpm’

dove p,, pyyeeey Py Indicano i gradi di omogeneita delle date funziont,
supposti differenti da zero e non tuwtti uguali tra lorvo. '

Il caso pin generale & quello in cui tra le funzioni omogenee
Uyy Wygeey U,, V€ N€ ginno alcune — ma non tutte — di grado
nullo; e siano queste wu,, w%,,.., u;.

Allora la condizione (1) a cui deve soddisfare ogni funzione

S, Uy ey u,,)

per risultare omogenea (di grado k) nelle variabili o, w,,., v, si
riduce all’altra: '

ajr aj'

(2) Pit1 Wiy a;:x T e Pl T = kf.
N 1 m
Se conserviamo le variabili u,, 4., %; ¢ in luogo delle rima-
nenti poniamo le altre:
1 1 1
Piy

Uiy = Wiy y Vigs = Ui ey V= U

la precedente condizione diventa:

of
Viy " 4 wnns = O, o == kf
avl?l—l . mafum f
E questa ci dice che, rignardando come costanti le variabili
Uyy Ugyeney Wy 18 funzione fsi riduce ad essere omogenea, di grado k,
pelle quantita:

Viers Cipgyorny Vo

Percio dovremo avere:

. , _ Vipr Vigesg Vi —1
(B Sy Wggerny Uyy) »—'U,,."-(I)(ul, Ug ooy Wiy = 3 — suuny .
,vm ’vﬁ‘
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dove @ & simbolo di funzione arbitraria delle quantita:

Uyy  Ugyensy  Ugy Q:Z,_::'l""a EZ;,T_:I;
al che, del resto, si perviene subito integrando I’equazione a deri-
vate parziali (2) — che & lineare del primo ordine — con 1’uso
del sistema ausiliario di equazioni differenziali.

In” particolare, potremo prendere per f il prodotto di una
fanzione arbitraria delle variabili ,, u,,..., ¥; per una qualsivoglia
funzione omogenea (di grado k) delle variabili

Vigrs vi—f—i""" Vsn
cioe:
Ty Wygeey ) = D), Uggeery W) F (0,41, Viggyeeny Un) -

dove @ & simbolo di funzione arbitraria e F di funzione omogenea.
Oppiire potremo prendere:

f(u’l?uz 9000y um) = vmk(I)(ul 9 ui) + F(v7'+19"" vm)

purche il grado di omogeneitd di F rispetto alle v sia k.

Naturalmente, se tra le », soltanto la u, avesse un grado ¢
di omogeneitd diverso da. zero, 1’espressicne generale (3} della
funzione f diventerebbe:

Sy Uggeey W) == 05 D (1)) Ugyenny Uiy

essendo:
1

vm - ump

® @ simbolo di funzione arbitraria. 7

Per esempio, se u,, u,, u; sono tre funzioni omogenee nelle
variabili #;, ®4,.., 2,, coi gradi di omogeneitd 0, 1, 2, rispettiva-
mente, tutte le funzioni di. »,, #,, u; che sono ancora omogenee
nelle suddette variabili hanno la seguente espressione:

>

Ie

5 %

4 — .2 —2
Sty Uy Ug) = Uy (I)(u“ o)
V“S

dove k indica il grado di omogeneitd — da stabilirsi ad arbitrio —
della funzione risultante e ® una funzione arbitraria delle quan-

tita e ——=
1 u — .
YTV

Firenze, 19 febbraio 1927.



