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Un teorema topologico sulle schiere di curve ¢ una caratte-
rizzazione geometrica delle superficie isotermo-asintotiche.

Nota di G. THOMSEN (ad Hamburg,.

Sia dato nel piano un sistema C di curve.

Le curve siano differenziabili tre volte,

Per ogni punto d’an certo campo G di regolaritd passino tre
curve differenti, che non si toscano, una per ogni sistema. Noi
dimostreremo: ‘

Affinché esista una trasformazione continua e biunivoca dei punti
di G sui punti &’ un campe G* d’un altro piano, che trasformi le
ourve C in tre schiere di rette parallele di G*, é necessario e suffi-
oiente, che nel sistema C valga la configurazione seguente, che mnoi
vogliamo chiamare la configurazione degli esagoni.

Indichiamo i sei tratti delle tre curve uscenti da un punto P
di @, colle lettere a,, a,...a;, come mostra la fig. 1.

Scegiiendo sopra a, un nunovo punto P,, si puod trarre per P,
la eurva del sistema, appartenente alla terza schiera, diversa da
quella di o, e quella di a,. Questa curva sega @, in un punto P,
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Conduciamo poi per P, la curva terza del sistema, che manca
ancora, fino all’intersezione P, con a,; cosi continuando si trae
da P; il punto P, ecc. Se si trae in ultimo da P, la curva fino
all’intersezione con a,, si trovera generalmente un punto P,, diffe-
rente da P,.

Ora noi diciamo: Nel nostro sistema C di curve vale la confi-
gurazione degli esagoni, se — P e P, essendo arbitrarii — si perviene

uO .v‘l

Fig. L. Fig. 2.

per ogni figura, che si estende nell’ interno del campo G, ad un esagono
chiuso.

Per la dimostrazione del teorema enunciato in principio,
introdueiamo tali coordinate curvilinee u, v, che u = cost., v = cost.
rappresentino due delle schiere del sistema.

Poi la terza sia data nella forma

go(u,' v) == cost.

Noi possiamo ammettere, che ¢, =30 ¢ ¢, =30, perche altri-
menti almeno due delle tre curve si toccherebbero in un punto.
Siano u,, v, le coordinate di P. Per gli altri punti possiamo intro-
durre nel caso dell’esagono chiuso le coordinate indicate nella
fie. 2. Essa mostra, che P,, P e P, stanno sulla curva «=—u,,
P, e P, sulla w=u,, P, e P, sulla w=u,, poi P, P e P, sulla
curva v=uv,, P, ¢ P, sulla v—=v,, P, e P, sulla v —=wv,. Inoltre
P, e P, appartengono alla stessa curva = cost.,, come pure P,,
P e P, e in ultimo anche P, e P;. Donde segue:

(1) A P(tg, 1) == P(%,, )
2) : Pltyy V1) = p(%oy Vo) = P(%),?,)
(3) F(Ugy V) = P(tg, D). )

Qui sono arbitrarii col punto P le grandezze u,, v,, e poi col
punto P, che si pud scegliere arbitrariamente sulla v.=1v,, anche u, .
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Qunando & data la schiera p = cost. si determina v, e quindi
anche P, da w,, v,, %, secondo (1. Da (2); poi si determinano wu,
e il punto P,; quindi nello stesso tempo viene fissato anche P,
perche u, e v, sono mnoti. Da (3) si puo trarre v,, (quindi P),
poi sono note anche le ceordinate u,, v, di P,

Per conseguenza noi possiamo ammettere, che le equazioni

{4) ‘P(”’o, vl:'::':P(ulv V,)
(5 Pltty, v)) == plUgy V)
16) Py, V) == plue,, ¥y)

servano alla determinazione di v,,v,, v, dalle grandezze arbitrarie
Upy Voy Up-

La validita della contigurazione degh esagoni si esprime in
maniera, ¢he in P, si incontrano le tre curve: la curva u =1,
per P,, la curva v =, per P, € la eurva ¢ = ¢@(u,, v,) per P. la
valore dunque per le cocrdinate di Py I’equazione (2),:

(7y Plu,, vy) == Pplety, Tyl

Quindi: La funzione p deve essere tale, che I’ equazione (7) vengo
soddisfatta identicamente per tutti i valorvi avbitrarii di u,, v,, u, e
i valori corrispondenti di v,, u,, v, determinaty da (4) (5) (

Dobbiamo naturalmente aggiungere, che cio che precede vale
necessariamente solo per quelli u,, v,.%, ... v,, per i quali I’esagono
si trova nell’interno di @G.

Essendo {u,, 7,/ un punto di G questa condizione sara sempre
soddisfatta, se u, e u, differiscono abbastanza poco da wu,, e se v,
e v, differiscono abbastanza poeco dn v,.

Fissiamo prima il punto Pju,, v,| e esaminiamo la totalita
degli esagoni con gneste « centro ». Allora per tutti i valori di «,
abbastanza vieini a w, e i corrispondenti »,, u,, v, determinati

a (4) (5) (6), deve valere la (7) identicamente.

Ora sviluppiamo 1 equazioni (4) (5) (6) (7) nell’intorno del
punto w,, v, per potenze di u,—u;, — ufi =1, 2] e v, = v, — V-

La (4) da:

° - v 1- o 1- o
P+ 0P+ V%0, + 6 Uy Prop - wee ==
<4”) ’
° _ o 1- o 1~ o
= Uy, + é ulz(Puu + éulacpmm ey
dove il segno ° sopra le ¢ indica, che le funzioni corrispondenti

devono essere calcolate pel punto |u,, v,{. Ma noi ometteremo il
segno ° nella trattazione seguente per semplicita di scrittura.
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Ricaviamo v, in funzione di =, dalla (4,). Poniamo: /
(8) v, = Aw, + Bu,* + Ch® + ...!

Il paragone dei coefficienti in (4,) fornisce:

Pu I
, A=2" B=g5 509" = Pup.)
{9) % o

P p

0 = 6 (C\Duuucpt - "Pr-:'r'pua) - cprz

!
Adesso possiamo introdnrre il valore di v,, dato da (8) e (9)
nella (5). Sviluppiamo prima questa equazione (5) nella serie:

_ , 1 _ . B

P + Uyp,, + T Pp + 5 (W P - 200,00, + 0,%D,,)

(5.) -
1 -

/
t % 4 £ } D o 2 3. —
6 (u" 'puuu 3" l“‘Pum- QU " Poprr 1’13{)1-“.) = eene = P»

Introdacendo la (8) nella (3,), abbiamo;

- - ] - = ﬁnfpm*
(u, + Wy)p, + (ul -+ uz ) e 4 Uy —— °
kS

1‘ - - 1 e ,:\0”2 :Pun .
+ 6 ('“'13 -+~ uz3}:Puuu } 2 w7, 'Pum-gp 7 ® 3 (:sz‘:orz CPW:Puz)
. - "

{10y

uluzz PrerPu A e =10,

+ 2 e

Nello stesso modo come. v, da w, mediante la (4), possiamo
anche calcolare v, da u; per mezzo la (6). Siccome nelle due equa-
zioni (4) e (6) sono scambiati soltanto gli indici 1 e 2 presso
gli u, v, avremo qui:

(i1) v, = Au, + Bu,* + On® +

cogli stessi coefficienti 4, B, C, che fignravano anche nella (8),
dati da (9). : :

Introducendo il valore v,, dato dalla (1]) nell’equazione (7)
nolla stessa maniera, come abbiamo iptrodotto il valore (8) di v,
nella (5), ricaveremo una equazione (12). Poiche anche (5) e (7)
differiscono soltanto negli indiei 1 e 2 scambiati, avremo :

(12) risulta da (10) collo scambio di w, € u,.

Ora perd, se noi fissiamo wu, e v,, I’equazione (12) deve valere
identicamente per tutti i valori di u,, u, abbastanza vicini a u,,
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che soddisfano la (10). Percio la (12) deve essere la stessa equa-
zione in u,, u, come la (10), ad eccezione tutt’al pit d’un fattore
nel sio primo membro. Ma questo fattore & eguale a 1, perche i
termini fino al terzo ordine negli n,, u, nella (10) ¢ nella (12) sono
identici ad eccezione soltanto dei fattori di u,u, e w,u,* Pel fatto
che il coefficiente di u,*u, nella (10) & nello stesso tempo il coef-
ficiente di w,u,* in (12) e viceversa, devono essere eguali i due
coefficienti di u,*u, e u,u,® in (10).
Quindi segue:

Pu_ P P -
(Puu 2 ;p/v (Pmm CP”; ~P 3 CPuuCPv “pH‘PM
o anche
:puur:Pu - CPuu‘\puv —_ cpmvu:}"v — :Prv:Pru
Pz Cprz
o alfine
(13) . (]g *Pn nr (]g ‘Pv)u! .

La (13) vale come per il « centro » ;u,, u,! anche per ogni
altro centro in @ ; quindi essa vale nel campo G degli u, v iden-
ticamente.

Dalla (13) si rieava per integrazione:

W U=¢.*V,

dove U & una funzione dell’unico argomento %, ¢ V & una fun-
zione di v. Per una scelta conveniente dei parametri u, v sulle
. =V=1.

I’ integrazione della equazione ¢, = p, fornisce allora

p=/f(u~+0)

dov’e f una funzione dell’ unico argomento » -+ v. Le curve p = cost.

sono dunque le curve
%+ v = cost.

Con questo la dimostrazione & finita, poiché noi possiamo
prendere gli w, v come coordinate cartesiane d’un nuovo piano.
Ora al campo @ corrisponde un campo G* di questo piano car-
tesiano, nel quale le tre schiere di curve wu = cost., v = cost.,
# —+ v = cost. sono delle rette. Poiché viceversa 1 sistemi di tre
sehiere di rette e i loro trasformati posseggono la configurazione
degli esagoni, la proprietd enunciata & caratteristica per essi.

Col nosiro teorema si possono caratterizzare geometricamente
e superfizie 1sotermo-asintotiche, che rappresentano nella geometria
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proiettivo-differenziale una delle famiglie pia importanti (). Su
queste superficie si pud, come & noto, nel caso della curvatura
ellittica introdurre tali parametri u, v, che le tre schiere delle
curve di DARBOUX sono date da

u = cost.; v==cost.; wu -+ V== CcoSst;

ma nel caso d’una curvatura iperbolica si possono introdurre tali
parametri, in guisa che le linee asintotiche vengono rappresentate
da u = c¢ost.,, v =-cost., ¢ Iunica schiera reale delle curve di
DArRBOUX da u -+ v =cost.

Quindi:

Fra le superjicie a curvatura ellittica le superficie isotermo-
asintotiche sono le sole, sulle quali le tre schiere veali delle curve di
Darboux godono della configurazione degli esagoni; fra le superficie
curvate iperbolicamente le isotermo-asintotiche sono le wuniche che
hanno due schiere di asintotiche e una schiera di curve di Darbuox,
tutte ¢ tre reali, che possiedono insieme quelle configurazione.

Se noi chiamiamo {raiettorie anarmoniche del nostro sistema
qiualle curve, che segano in ogni punto le tre curve del sistema
seeondo un birapporto costante, la eonfigurazione vale anche per
tre schiere anarmoniche arbitrarie; che corrispondono a tre valori
tissi del birapporto. Poiché le traiettorie anarmoniche del nostro
sistema di tre schiere di rette parallele sono egualmente rette.
Sulle superficie isotermo-asintotiche vale dunque quella confi-
gurazione anche per ogni tale terna di schiere di curve anar-
moniche (%), .

Alla fine menzioniamo ancora un teorema sulle superficie
isoterme ordinarie, sulle quali le linee di curvatura formano una
rete isoterma: Le superficie isoterme si caratterizzano in modo che
tre schiere arbitrarie di traiettorie isogonali delle linee di’ curvatura,
corrispondentt « tre valovi fissi d’ angolo, possiedono la configura-
zione degli esagoni.

) G. Fumini-E. CrcH: Geometric proiettiva-differenziale, Tomo 1
{pag. 109 e § 51).

(*) 11 primo a comsiderare le curve anarmoniche dellw curve di Dar-
BOUX sopra uua superficie ¢ stato E. BoMmpiani: Le forme di Fubini nella
teoria proiettiva delle superficie. (Ist. Lombardo, vol. LVIL, 1924, n. 4),
Il BoMPprant ha dimostrato nello stesso numero della nota citata che per
le superficie isotermo-asintotiche e per esse soltanto ¢ possibile una rap-
presentazione che muti le asintotiche della superficie in un retieolato
cartesiano ¢ le curve anarmoniche in rette del piano.
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