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PICCOLE NOTE N : 9

Sulla funzione di sopravvivenza.

Nota di G1ULI0 BISCONCINT (a Roma).

1. La probabilitd ,p, che un individuo di etd x sopravviva
all’etd x 4+ y € una funzione f(x, y) dei due argomenti positivi x, ¥
la quale, qualunque sia x, & ugnale all’unitd, quando y=—0,
mentre per ogni altro valore, positivo, di y & minore di 1. Si
hanno cioé le due condizioni

o Slae, 0)=1,
(@) Sla, yr <1

Ammetteremo che f(x, y) sia derivabile rispetto ad y e che
tale derivata sia continua rispetto ad .

Per il principio della probabilitd composta, la probabilita
s+: P che la testa (x) raggiunga Petd o + y + z & prodotto della
probabilita ,p, per la probabilitd ,p,.,, che la testa x~+ y rag-
giunga 'eta @ + y + 2. Si ha dunque

(3) J(@, y+2)=flx, y)f(x+y, 2),

‘e non & inutile osservare che da questa, essendo, per la (2)
Jx+y, 2) <1, segue f(a, y+ 2)<fla, y) e cioe che flx, y) ©



10 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

funzione decrescente di y e quindi che

(4) =<

2. Ci proponiamo di vedere quale possa essere, in base alla
ipotesi fatta, la forma pilt generale di f(x, y).

La relazione funzionale (3), ove si faccia z—=Ay e da ambo
i membri si sottragga f(x, y) si serive

Sy, y+dy)—fla, y)=f(=, y): fle+y, Ay)—1L

Se, tenendo conto della (1), si mette f(xz-+y, 0) in luogo
dell’unita che comparisce nel secondo membro, quindi si divide
per Ay e si passa al limite quando Ay tende a zero, per I’ammessa
esistenza della derivata di f(», y) rispetto alla y, si ha:

ARG ) 3 (af'(i, y)) 0
! y=

oy oy E=zty
(]
of &, y))
5 y (& Y ,
(5) Sy =|(TEY) L
Se poniamo ‘
of (@ ) .,
© (Les) =i

p(«) essendo una funzione arbitraria, soggetta solo alla condizione
di essere continua e non negativa, la (5) si serivera

lg/ (@, y) = — (w + 9),

d’onde, tenendo conto della (1) e della integrabilita della ¢, si trae

y
lgf (@, y)= ——fcp(w + A)dA,
V]

e, posto ® + A=t,
. aty
lgf(w, y) = —Jcp(t)dt
e infine
X+
(7 : ~fewar
‘ Sy, y)=e” .
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Di qua, si deduce

r+y-+z
—fCP(t)dt

IR

2y z+yiz
-—fcp(t)dt —f'ﬂt)dt
—e? e x+y

=f(z, 9) S (®+y, 2)

il che prova che l’equazione funzionale (3) & verificata, e che
la (6) ne & quindi la soluzione pin generale,

3. Se ) e il tasso istantaneo di mortalitd relativo all’eta ¢
per gli individui di una collettivita e indichiamo con I(¢) il nu-
mero degli individui di etd ¢ esposti a morte di un gruppo ini-
zinle l(0j per eliminazione dovuta solo alla morte, sara l(t)p(¢)dt il
numero dei morti del gruppo l(¢) nell’intervallo t—'t+dt, e

-ty
J.l(t)p(t)dt
X
il numero dei morti nel periodo z''x + y:

Ne risulta c¢he il numero l(x+ y) dei sopravviventi all’eta
r+y e
L -ty
(8) , e + y) = l(x) —Il(t)p(t)dt.

@

Orbene, se, come probabilitd che una testa (x) sopravviva
all’etd x -+ y, si assume il rapporto I(z -+ y)/l(x), 1la (7) pud mettersi
sotto la forma

2+y

{(7) e +y) e—qu(l)dt

da cui si trae, per derivazione logaritmica rispetto a y ¢ per
I’ammessa continuita di- ¢(x)

1 dlle+y)
lw+y) oy

e, per integrazione fra 0 e y,

— @@ +y)

y
Ux +y) = Yo) = —fl(w + Y)pl@ + y)dy
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<he si puv pure scrivere
z+y

L + y) = U=) —fl(t)cp(t)dt.

Ii confronto con la (8) permette di identificare la fuuzione +()
introdotta mediante la (6} col tasso istantaneo di mortalitd.
In particolare, assumendo

p(x) =@a -+ bcx,*

si trova, a norma della (7'), la nota legge di sopravvivenza di
MAKEIAM espressa da I(x)=ksg*” in cui

s=¢—% g=e"v, k=1]0y.

Roma, dicembre 1936.



