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RELAZIONI SCIENTIFICHE

I1 Calcolo delle diﬂ'erenzé ﬁnite. *)

1. Se vi & nella matematica una teoria che, clasgica una volta,
si sia poi riguardata da molti, e particolarmente presso di noi,
come condannata all oblio, & questa il Calcolo delle differenze finite.
Questo Calcolo nasce, o almeno assume forma di dottrinn a sé stante
con BROOK TaYLOR nel suo Methodus increnientorum, sul prin-
cipio del secolo XVII; attira presto 1’attenzione dei matematici
poiché, pochi anni dopo, il francese F. N1icoLk pubblica un Traité
du Caleul des différences finies e varie Memorie sull’argomento
medesimo ; forma materia di numerosi scritti di Eurer (le ecui
notazioni sono all’incirca quelle usate oggidl), di LAGRaNGE, di
LAPLACE, di HERSOHEL, di LACROIX, ecc.; presso di noi forma
oggetto di studi per parte di BrUNACCI, di PrLANA, di BORDONI,
di GeNoccoHI, di TorroriNi, di TArDpY, di Brroscr, di Caso-
RATI, ecc. Eppure, nei trattati di Caleolo, dove un -tempo for-
mava, c¢ol Calcolo delle variazioni, quasi un appendice obbligata,
non se ne trova oggi quasi mai un cenno, e ben poco posto trova,
e assai di rado, nei corsi universitari.

Di questo ostracismo c¢i si pnd rendere ragione. Lo sviluppo

del Calcolo differenziale ed integrale, colle infinite sne applica-’

zioni; il signoreggiare del concetto di limite e le ecritiche, clie,
nate dalla necessitd di precisare questo concetto, conducevano
alla necessaria revisione dei fondamenti del Caleolo; 1’interesse
‘destato dai fecondi risultati della teoria delle funzioni di varia-
bile reale d’una parte, delle analitiche dall’altra, e dalle attraenti
questioni della teoria degli aggregati: tutto cid lasciava poco
posto ad un capitolo della scienza in cumi il concetto di limite
appariva a prima vista pressoche estraneo, mentre anche quei
rami dell’analisi in cui quel concetto ha minore parte, intendo

(*) Sunto di una lettura . tenuta nella*XV riunione della Societd ita-
liana per il Progreésso delle Scienze, Bologna, ottobre-novembre 1926.
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dire 'algebra supenore, la teoria dx Gavrots, gli studi sni gruppi
finiti, non parevano offrire, col Caleolo delle differenze finite,
aleun "addentellato. )

PPero, un esame pilt attento fa nascere non solo il pensiero che
questo ramo della scienza sia ancora degno di interesse, ma
la fiducia che, in grazia delle nuove vie che di recente gli ven-
nero aperte, possa giustamente aspirare ad un piu brillante av-
venire,

2. I’idea (i considerare le successive differenze degli ele-
menti di unn suceessione di numeri & certamente molto antica:
essn si afferma dapprima sia col concetto di progressione aritme-
tica, sia quando si osserva che la differenza fra due quadrati
interi consecutivi & il numero dispari di uguoal posto del mag-
giore quadrato, sla eoll’antica e famosa successione di FIBONACCI;
ma solo relativamente tardi se 1’8 intrapreso sistematicamente lo
studio, Definita, per una funzione f(x), la differenza finita da

{

flx +h) — fla),

si sarebbe potuto considerare k come variabile; ma 1’attenzione
si & rivolta dapprima al caso semplice ¢ di immediata applica-
zione in eui gnesto incremento & costante, nel guale caso esso si
assume spesso come unitd : manifestandosi cosi il carattere statico
del Caleolo delle differenze in questo suo primo stadio, in con-
fronto di quello, essenzialmente dinamico, del Calcolo differen-
ziale.

Elemento fondamentale nel Calcolo delle differenze & dunque
-Poperazione

- Sfiz +1)— (),
\

applicata alla funzione generica Jf/{ :r\ A rappresentarla, si usa,
-da BuLERo in poi, il simbolo operatore A, manifestamente distri-
butivo e di eni si definiscono immediatamente le potenze. Ma a
questo operatore si pud sostituire, talvolta con. vantaggio, quello
che ha per effetto di mutare, in una funzione generica, x in x+1:
operazione detta « état varié », dagli analisti francesi del se-
‘eolo XVIII, ‘e richiamata opportunamente dal nostro CASORATT,
che propose per essa il simbolo 6. Da notarsi la proprietd emi-
nentemente distribntiva di questo operatore, poiché, per ogni fun-
zione razionale F, si ha:

F(f\(@), frl@)y) = F(Bf (@), 8fy(@)ss)
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Fra gli operatori A e 0 passano le relazioni

A=—09—1, 9::A+],
da cni

Av =" — nfr—1 4 (’2‘) 0= — e+ (— 1),

0" —= A" + nA"? + (:) A+ .+ 13

ed il trasporto dell’usuale calcolo letterale a quello degli ope-
ratori- o caleolo simbolico, in cui si & voluto talora ravvisare
quasi un che di mistico di cui si ha qui un primo esempio,
¢ stato largamente sfruttato sopratutto dai matematici inglesi
BooLEg, CArMICHARL ed altri; anzi, il trattato snl Calcolo delle
differenze del primo di questi Autori, pubblicato a Cambridge
nel 1860, tradotto in tedesco nel 1867 e che per molto tempo &
rimasto classico, fa di questo calcolo simbolico un uso sistematico.

3. Il simbolismo ora accennato condnece bensi a raftronti inte-
ressanti e riesce spesso ad illuminare complessi meccanismi di
Caleolo che altrimenti rinscirebbero oscuri: ma, dato il suo ca-
rattere prevalentemente formale, non costitnirebbe un titolo di
merito per il Calcolo delle differenze che ne fu 1'iniziatore, se
non servisse alla soluzione di questioni essenzialmente pratiche,
come quella della interpolazione. A simili problemi ha recato un
importante contributo il Calcolo delle differenze, sia nella co-
strnzione di formule atte a risolverli, sia nella valutazione del-
I’errore che si commette sostituendo il valore dato dalla formula
al vero valore della funzione che si tratta di interpolare. T par-
ticolarmente manifesto il valore del nostre Caleolo quando si
tratfa di interpolare per intervalli equidistanti, poiché in questo
caso le formule di interpolazione sono appunto ordinate per le
differenze successive Af, A*f,.. della fanzione che si tratta di
interpolare. E .

Tali sono, ad esempio, le formule usate per il caleolo ¢ per
il eontrollo delle Tavole di logaritmi: tali quelle che servono per
la formazione e per I"uso di innumerevoli tnbglle numeriche.

Alle formule per Vinterpolazione, e, per esse, al Calcolo delle
differenze, si collega la questione del calcolo approssimato degli
integrali definiti mediante somme di numero finito di termini,
calcolati in punti, equidistanti o no,- dell’intervallo di integra-
zione. Si giunge cosl alle note formule dei trapezi, di SIMPSON,
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di Cores, ed alla valutazione dei relativi errori. Si presenta qui
la questione, trattata per primo da GAUss colle sue quadrature
meccaniche, di quella distribuzione di punti nell’intervallo d’in-
tegrazione atta a dare la migliore approssimazione, ed ¢ in tale
questione che si presentano nel modo pitt spontanco i polinomi
di LEGENDRE.

4. Tralasciando di citare altri particolari interessanti, come
per esempio le relazioni che intercedono fra le differenze finite
e le derivate delle potenze di a, passiamo al problema inverso
della formazione della differenza finita, o problema di somma-
zioney che sta al primo come DPintegrazione sta alla differenzin-
zione. Le due funzioni F(x, f(x) essendo legate dalla relazione

F(x + h)y — F(x) = f(a,

F(x) & detta somma di f(x), (Bf(x)), come f(x) & la differenza di
F(x). Da questa relazione nasce la formula

Fla + nh)= F(a) + f(a) + f(a&+ h) + .. + [{a + (0 — D)k),

che, nonostante la sua semplicita, si potrebbe quasi dire la sun
trivialita, serve a molteplici fini: alla determinazione di F, data 7/,

n
come al caleolo di una somma Xf(a+ vh) quando I’ si possa
1

determin:tre,

Particolarizzando la forma della f(x), supponendola razionale
intera o razionale fratta, o della forma a”pfa) con ¢(x) intera, ecc.,
si ottengono numerosi risultati che interessano ’Algebra, la Teoria
dei numeri, il Caleolo delle probabilita. In questo ordine di idec.,
¢ pure importante lin ricerca della differenza che intercede fra la
somma di una funzione, nel senso ora indicato, ed il suo integrale
definito nel medesimo intervallo; differenza che viene espressa
mediante una formula celebre, detta formula sommatoria -di
Eurero-MAcraurIN, ed in cui & pure notevole lo studio del
resto, nullo per le funzioni intere di grado inferiore al numero
dei punti di divisione dell’intervallo. Nella espressione della
formula sommatoria predetta si presentano spontanei i noti nu-
meri bernoulliani; nello studio del resto, si presentano i poli-
nomi soddisfacenti alla relazione

S+ 1) — flz) = nx" ", (n=0, 1, 2,...)

che per =0 danno i numeri bernoulliani e che sono detti poli-
nomi di BERNOULLL; in stretta relazione coun questi stanno i
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polinomi di EULERO, soddisfacenti alla relazione

%(f(m + 1)+ flx)) ="

gli uni e gli altri dotati di numerose ed eleganti proprieta: ad
essi il recente libro del NorRLUND dedica nn interessante Capitolo.
Ricorderd infine che facendo f(x)==log x, la formula sommatoria
da luogo n quella di SrIRLING, ben nota ai cultori della mate-
matica statistica. '

5.'Quzmdu nella relazione
(a) Fix+ 1) — Flz) = fiz),

Sre) siorignarda come data ed F(x) come incognita, nbbiamo il
primo e fondamentale esempio di un’equazione alle differenze,
ed il nucleo, per cosi dire, di quelle moderne ricerche di cui
parlero pit avanti. La risoluzione, od integrazione delle equa-
zioni nlle differenze, cioé delle relazioni fra una o pit funzioni
incognite e le loro differenze finite dei vari ordini ed un certo
nnmero di funzioni note, costituisce il capitolo al certo pitt im-
portante del nostro calcolo: ad esse si riconducono tutte quelle
questioni in cui ha parte essenziale la ricorrenza. Tacendo degli
studi, fino ad ora meno completi ed organici, sulle equazioni di
forma qualunque, dird delle equazioni lireari, le pitt interessanti,
le pitt note, e paragonabili per importanza alle equazioni lineari
differenziali.
Tipo dell’equazione lineare &

§

0
(b) a,(2)p(x 4+ m) 4 a,(T)p(x 4+ m — 1) + ... @, (x)pla) = | f()

lx prima owmogenea, la seconda non omogenea o completa; flx) &
funzione data, ¢(x) & l'incognita. Le soluzioni ne sono dette

« integrali ». Il primo membro & un operatore manifestamente
distribntivo, che, usando il simbolo 6 di CASORATI, si Scrive:

(¢) D = afx)0" + a,(2)0" ! 4+ oo + @, (1)5.

Nelle ricerche moderne, di cui si dira fra poco, ¥ & una va-
riabile generalmnente complessa: ma in un primo stadio, z si &
limitato alla successione dei numeri interi, avendo cosi, in (b),
un’ equazione ricorrente propriamente detta. Storicamente e pra-
ticamente importante & il easo dell’equazione di secondo ordine
omogenea » B
(d) P+ 2) + ay(0)p(x + 1) -+ ayp(w) =,
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base dell’importante teoria, dovuti per primo all’italiano CaA-
TALDI, delle frazioni continue.

Nello studio delie equazioni omogenee ¢ fondamentale un
teorema di POINCARE, che permette di determinare i limiti del
rapporto ;(:(:_—:;—g—_)—ﬂ per n—co. Nell’integrale per il quale questo
limite ha il minimo valore, o riscontrato propricta speeiali, ra-
gione per eni ho proposto per esso il nome di integrale distinto : per
il easo n =2, codesto integrale vale a determinare il valore della
frazione continua, mentre per # > 2 ne da la generalizzazione, gid
tentata in varie direzioni da JacoBt ¢ da HEINE. [] concetto di
integrale distinto mi ha anche permesso di estendere agli sviluppi
di una funzione analitic:i secondo serie procedenti per gli elementi
di un sistema ricorrente le condizioni note per la sviluppabilita
secondo i denominatori delle ridotte di una frazione continua
algebrica, e di porre in evidenza le proprietd asintotiche dei si-
stemi ricorrenti costituiti dai coefficienti dello sviluppo di TaYLOR
degli integrali delle eqnazioni differenziali lineari di tipo regolare,

6. Sugli operatori (¢), ai quali & stato dato il nome di forme
lineari alle differenze, si & potuto costruire un’ Algebra, la ecui
origine si ha in lavori del InBnri. Questa Algebra e associativa, ed
anche commutativa se i coefficienti di (¢) sono costanti: essa offre
molti e notevoli raffronti colla teoria delle funzioni razionali:
divisibilita, scomposizione in fattori che permette la riduzione
dell ordine dell equazione, regola di RUFFINI, ecc. (}). Ma vi ¢
di pin: stabilita I’esistenza di un sistema fondamentale di inte-
grali per un’equazione omogenea (h), si & potuto estendere u
questo eampo la teoria analoga a quella di GALOIS e che PIcaArD
e Vussior avevano data per le equazioni differenziali lineari, e
¢osi, con BorrTororrt e poi con GULDBERG, definire il gruppo
di una equazione alle differenze e fondare il concetto di irridu-
cibilita.

7. Ma la direttiva odierna per 'integrazione delle equazioni,
sopratatto lineari, direttivie che ha fatto entrare con successo ed
in modo organico qaesto argomento nel quadro generale della
teoria delle funzioni analitiche, consiste nel riguardare le equa-

) Su questo argomento, v. il Cap. X della mia opera, in collabora-
zione con U, AMaLdt: Le operazioni distributive, Bologna, 1901. V, anche
WALLENBERG ¢ GULDBERG: Theorie der lineare Differenzengleichungen,
Leipzig, 1911.
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zioni (@) e (b), pitt che come sempliei relazioni di ricorrenza, come
vere e proprie condizioni funzionali: la @ non & pilt il sempliece
termine di una progressione aritmetica, ma aequista il carattere
di variabile complessy ed impone 1’analiticita alle soluzioni del-
I’ equazione. .

Nuwmerosi autori si sono cimentati e.si cimentano in questo
nuovo indirizzo che va mostrandosi ognora pitt fecondo ed atto
a completare in punti essenziali la conoscenza di notevoli fun-
zioni analitiche ed. a scoprirne nuove eclassi. Citerd MELLIN,
NIBLSEN, VAN VLECK, BIRKHOFF, CAERMICHAEL, PERRON, HILB,
ece,, oltre ad alcuni miei lavori; ma sopratutto NORLUND, che
con un’opera magistrale (') da testimonianza dell’interesse de-
stato da questo ramo dell’ Analisi in un periodf) recente.

8. Un primo esempio tipico di questo indirizzo funzionale &
dato dall’ equazione
(&) : Sle + 1) =af(x)

che, nel campo aritmetico, dia 1’elementare fattoriale: come ha
mostrato il WEIERSTRASS in una celebre Memoria, basta ’ag-
giunta di un’ovvia condizione asintotica perché questa equazione
valga o définire una delle trascendenti pitt segnalate dell’ Ana-
lisi: la Tiz) od integrale euleriano di seconda specie, che, come
& ben noto, si presenta spontaneamente nelle pilt svariate que-
stioni. BEssa viene a costituire I’elemento essenziale nella costru-
zione degli integrali analitici delle equazioni lineari omogenee
alle differenze a coefficienti razionali: classe notevole di equa-
zioni, cui soddisfano, come funzioni dell’indice, i coefficienti degli
sviluppi- in serie di potenze, sia effettivi, sia asintotici, delle
equazioni lineari differenziali regolari. E fra queste due classi i
equazioni, differenziali ed alle differenze, intercede una specie
di-dualitd che si manifesta dapprima negli studi sualle funzieni
ipergeometriche ed in cui la funzione I' appare come la corre-
lativa della funzione esponenziale (*).

E, nonostante la spountanea, costante e necessaria presenza
della funzione I' nell’analisi, essa & trascendentalmente trascendente,
vale -a dire non soddisfa ad alecuna equazione algebrica differen-
ziale : fatto che ha un riscontro nell’ Aritmetica, in cui numeri

1) Differenzenvechnung, Berlin, 1924. -

) V. su ¢io due Note: Sulle funzioni ipergeometriche yencralizzate,
nei Rend, del]’ Acendemia dei Lincei, 1888;: e la Memoria: Sur la géne-
ration des systémes récurrents, ete., Acta Mathematica, T. 16, 1892. -
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di somma e di necessaria importanza, eome ¢ e m, non appary.
gonae alla classe dei numeri-algebrict,

L’accennata dualitdy trova la sua effettiva rappresentazione
nella nota trasformazione di LAPLACE-ABEL, le cai applicazioni
sono state tanto proficue e numerose nelle moderne ricerche della
teoria delle fanzioni, e per la 'quale basta notare che essa tra-
sforma 1’operazione § (état varié) nella operazione di moltiplica~
zione per z, per intendere 1’efficacia del suo impiego nel Calcolo
delle differenze finite; per mezzo -di. ‘questa trasformazione si
giange in modo ovvio agli sviluppi, in gran parte dati da
NIELSEN, siano eﬁettnvu, siano asintotici, delle predette equa-

-zioni omogenee in serie dx futtoriali.

-an U1nvegrazione delle equazioni non omogenee, di cui
la. () d& il primo e piu istruttive ésempio, conduce, nel campo
delle funzioni analitiche, a conseguenze di non minere rilievo.
" Una tale eqnazione, il cui prnno membro & un’operazione @, e
- che quindi pud seriversi

D) =1,

corrisponde dunque alla ricerca-delle fanzioni rappresentabili col
simbolo @~ Qui si presentano di nuovo, e gquasi come correla-
tivi delle serie di potenze, gli sviluppi in serie di fattoriali delln
forma ‘

Q, *
Z (@ + 1) v (® -+ n)’

per questi, si dimostra che i ‘eampi di convergenza gono sewmi-
piani; si danno, con BOHR ¢ NORLUND, condizioni di sviluppa-
bilitd di una funziono sotto ad una tale forma; si riconoscono
i casi in cui esse hanno valore di rappresentazione asintotica.
Ma cid che vi & di notevole nhelle ricerche sull’argomento & il
concetto di soluzione principale svolto dal NORLUND. L’opera-
zione ®—' non & certamente univoca; ad una sua determinazione
pud essere aggiunta nna qualunque delle soluzioni, generalmente
_in numero infinito, dell’equazione @ = 0, Perd, fra queste deter-
“ minazioni, il matematico danese ne distingue una cui competono
- proprietd speciali. Gia per 1'equazione (a), nel caso particolare
in eui f(x) & una funzione intera, una soluzione cosi specializzata.
era stata data da GUICHARD: pill indietro ancory, fino dal 1888,
avevo io pure incontrato simili soluzioni in una Memona ora ri-
stampata negli « Acta Mathematlca. ».

i
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Il NORLUND scrive 1’equazione (a) nella forma piit. genera

- F(x+h)— F(x

50 PortM=F) _ )

dove 1'ineremento & {Spanne) puod essere considerata variabil
considera la somma

— hJ(x) + flx + k) + flx + 2h) + .. flx+ (n— 1)h)

¢ ne cerca il limite per n—-oco. Quando questo limite & espres:
da uny serie convergente, & questa che da la solazione princ
pale: ma nella generalita dei casi, dipendenti dalla natura di f(:
la serie diverge: perdo anche allora, merce I’impiego di un co1
veniente metodo di sommazione, si giunge a dimostrare 1’es
stenza della soluzione principale sotto ipotesi assai poco restri
tive. L.e proprieta che distinguono questa soluzione F(z|h) sor
varie : oltre alla formula semplice, eppure notevole

) =mr(s]2),

cui essa soddisfa, notiamo la proprieta, per essa caratteristica, ¢
avere una derivata ms™e tendente a limite finito per & — + oo ¢
tale & f"(x); se f(x) & analitica, I’analiticitd di F(x), la poss
bilitd di continuazione, la determinazione delle singolarita: i
ultima analisi, fra le soluzioni di (f) la prinecipale & quella pi
strettamente connessa eol campo funzionale cui appartiene f(a
Infine, la forma del primo membro di (f), permettendo di fa
tendere h a zero, rende possibile il passaggio ad una teoria ans
loga nel campo delle equazioni differenziali.

m—1

sh

8=

10. Vi sarebbero da menzionare altre ricerche recenti: d
BIRKHOFF, che riconduce nn’equazione lineare alle differenze «
ordine snperiore ad un sistema di equazioni del primo. ordin
traendo vantaggio dal calcolo delle matrici; di HiLs, che trs
sporta lo studio delle nostre equazioni ad equazioni differenzia
lineari di ordine infinito. Ma quanto ho detto sara valso, sper
a persuadere che il Calcolo delle differenze non &, come da taluu
forse si & creduto, un ramo appassito del tronco dell’ Analisi
che esso offre utilita tecnica non meno che interesse speculative
che, infine, il trionfo del discontinuo nella Filosofia natural
colla meccanica statistica, colle nuove vedute sulla costituzion
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atomica della materia, colla teoria dei quanta, ecc., non pud non por-
tare ad una rivalutazione di quel ramo dell’Analisi che si distingue
appunto per il variare discontinuo dell’argomento. Concludero
con queste parole dell’ Autore piu volte citato, del NGRLUND:
« Si vede che i problemi del UCalcolo delle differenze considerati
« fino ad ora sono molto vasti. Ma non si & fatto che un primo
« passo. Le svariatissime condizioni che possono determinare le
« soluzioni delle equazioni alle differenze chiamano ancora nume-
«'rose ricerche, Queste teorie prendono un’importanza sempre
« crescente dal momento in cui si & dovuto chiedere se le leggi

- « del moto potranno ancora essere espresse da equazioni diffe-

« renziali, o se la discontinuitd regnera sull’universo fisico ».

S. PINCHERLE



