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Sulla trasformazione integrale di Moutard.

Nota di Pietro Torturici (a Palermo).

1. Mi propongo d’esporre qui un teorema sulla trasformazione 
integrale di Moutard, la dimostrazione del quale non è imme
diata mentre è interessante, a mio avviso, per le sue conseguenze.

Se V equazione
= mg, . (>4=°)

mediante due soluzioni particolari (non nulle) p, a si trasforma, se
condo Moutard, in una medesima equazione : 

e se le trasformate di una sua soluzione particolare Ç mediante le 
funzioni p, a ordinatamente sono due funzioni opposte Ç, —si ha 
necessariamente :

Ammesso che esistano quattro funzioni Ç, p, o, Ç delle va
riabili u, v soddisfacenti alle condizioni indicate nell’enunciato, 
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devono, come è ben noto, aver luogo simultaneamente le rela
zioni :

(3) p(Ç+Ôu = (Ç-Ç)p.., f(Ç-â = (Ç + Ç)pe,

(4) <-Ç)u = (Çh-ÇK, a(Ç + Ç), = G--CR

ESCI udendo il caso, privo di qualsiasi interesse, che le fun
zioni Ç e Ç siano ambedue nulle, si cominci dall’osservare che 
non può aversi

nè
C — C = 0-

Nel primo caso infatti, come nel secondo, si deduce dalle 
(3), (4) che una delle funzioni p, a almeno deve essere nulla ciò 
che è escluso.

Le (3>, (4) allora possono mettersi sotto la forma equivalente:

Pu _ (Ç -+■ Oh p,_.(C —0. 
p Ç-Ç ’ P Ç-+-Ç ’

(C — Ö« '(£-+-£)»

° ç—ç '
La condizione

/1\ _ /1\ ' 
P\P/u« VA.® ’

tenuto contò delle (1), implica l’altra:

Pu _ 0
p p a a

la quale, in forza di (3), (4), scrivesi :

r r _ r r — o's n't v 'ri’Tvrt -r— v

e, riguardata come una condizione sulla incognita Ç, fornisce:

;=/(□
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eoa f simbolo di funzione arbitraria che si tratterà ora, se è 
possibile, di determinare effettivamente in modo da soddisfare à 
tutte le relazioni precedenti.

Supposto che /g sia una particolare funzione tale che, ponendo

^0 — /o(C)j

sia la trasformata di Ç mediante p e — Ço la trasformata di Ç 
mediante a, si osservi che ogni altra soluzione Ç delle equa
zióni (3) è data dalla formula:

- - aÇ == Ço 4- - , (a costante arbitraria)

e, medesimamente, ogni altra soluzione Ç delie equazioni (4) è 
data dalla formula :

Ç = Ço 4- (& costante arbitraria)

talmente che, se, oltre Ço, esiste un’altra funzione Ç avente ri
spetto a Ç, p, a le medesime proprietà indicate di Ço, scegliendo 
opportunamente le costanti a, b deve essere possibile porre:

Ço ~ — Ço -— /(^).

Si deduce allora : 
a b

a=/(0-/o(0

vale a dire: a meno di un fattore costante, p e a sono Za medesima 
funzione di Ç.

p
Se questa condizione non è soddisfatta, cioè se il rapporto - 

non è costante, può esistere al più la sola funzione Ço possedente le 
proprietà già indicate, ma si dimostrerà che neppure questa esiste, 

p 
perchè l’esistenza della funzione Ço implica ancora che il rapporto r 
sia costante. Invero, se la quaderna di funzioni Ç, p, a, Ço possiede 
le proprietà indicate dal teorema, hi quaderna p, a, 7cÇ0 (con k 
contante arbitraria) si trova pure nelle stesse condizioni, essendo 
che, se Ço e —Ço sono le trasformate di Ç mediante p e a, allora 
Ko e —Ko sono ordinatamente le trasformate di K mediante le 
stesse funzioni e deve aversi dunque:

ÂrÇo = */o(Ç)=/o(K).
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L’equazione funzionale:

induce la relazione:
/o(Ç) = *ï . 1*=X(1)1

e, per quanto esposto in principio, essendo f0 diversa da Ç e da —Ç, 
deve essere :

li14= 1.

Ma le (3'i scrivonsi ora:

Pu  1 ■+• Ä pr _ 1 — h
p”l-ÂÇ’ p ~ ï H- Ä Ç

e queste danno successivamente

* = o, Ç0 = ô.

Allora p e a non possono differire che per un fattore costante 
da Ç e quindi si ha

Adunque la condizione

è necessaria per l’esistenza delle quattro funzioni Ç, p, a, Ç pos
sedenti le proprietà dette. Essendo c una costante, pongasi :

a = op,

scritte le (3), (4) sotto la forma equivalente:

à--ch.-

moltiplicando le prime due per o e sommando ordinatamente con 
le sottostanti si ha :
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e quindi ancora

li teorema è dunque dimostrato.

2. Effettivamente poi, denotando con k ed h due costanti, se 
ponesi

p = fcÇ, a = ÂÇ,

la classe delle soluzioni trasformate di Ç mediante p coincide con 
quella delle trasformate mediante a e ciascuna di queste soluzioni 
trasformate è della forma

e
s

con e costante arbitraria è però le due funzioni opposte I, — f 

possonsi riguardare come le trasformate di Ç, mediante p e a 
ordinatamente.

3. Esporrò ora una applicazione, che credo notevole, del teo* 
rema dimostrato. In alcuni miei studi di applicabilità, mi sono 
imbattuto in certe coppie di congruenze W le quali hanno per 
falde focali la medesima coppia di superficie, collocate però, in 
ciascuna congruenza, in posizione relativa diversa. Il teorema 
che precede si presta alla determinazione di tutte le congruenze 
di questa specie, aventi cioè le falde focali ordinatamente Uguali.

Anzitutto si ricordi che data l’equazione di Laplace :

<5) 0M1> = jlf0,

fissata arbitrariamente una terna ordinata (ç, tj, Ç) di sue solu
zioni linearmente indipendenti, le formule (di Lelieuvre) 

ed analoghe definiscono per quadrature (e quindi a meno di una 
traslazione) una superficie S riferita alle sue asintotiche w, v.

Viceversa: assegnata una superficie S riferita alle sue asin
totiche iq V, a meno di un cambiamento dei parametri di queste 
linee, sono perfettamente determinati l’invariante M e le solu
zioni Ç, 7], Ç; ma non si può asserire che, assegnata la (5),- a terne 
ordinate diverse di soluzioni linearmente indipendenti (ogni terna, 
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essendo fissata anche a meno di un cambiamento di segno a tutte 
le tre funzioni che la costituiscono) corrispondano, mediante le 
formule (6) di Lelieuvre, superficie diverse a meno di un movi
mento nello spazio. Infatti due superficie uguali, collocate nello 
spazio in modo di non potersi sovrapporre con una semplice tra
slazione, devono ottenersi da terne distinte di soluzioni della 
corrispondente equazione (5) associata alle asintotiche.

Poiché, nell’analisi che qui si vuol fare, è lecito prescindere 
da traslazioni, si consideri una medesima superficie in due posi
zioni diverse, ma tali che si passi dall’una all’altra mediante 
una rotazione pura che, senza limitare la generalità, si può sup
porre avvenga attorno all’asse delle s. Si distingua con A la 
superficie in considerazione nelle due posizioni, siano poi (Çn ÇJ, 
(Su vh, Çi) 16 due corrispondenti terne di coseni normalizzati delle 
rispettive normali; poiché fra le coordinate (#i, fn'A)
di un medesimo punto della superficie nelle due posizioni inter
cedono le relazioni:

= cos a -+- y1 sen a,
Ih — — sen « + cos a, < y

con a costante, si deduce :

cós a + ìjj sen a, 
Y]1 = — Ç, sen a h- cos a, 
Si — Si?

e le due terne diverse (Çn ÇJ, (f1? di soluzioni della 
corrispondente equazione di Laplace definiscono la stessa su
perficie.

Ciò posto, sia data una superficie S riferita alle sue asinto
tiche e siano Ç, rç, Ç i coseni normalizzati della sua normale.

Sia Si contigua a S per trasformazione di Moutard vale a 
dire sia possibile mediante una traslazione collocare S ed Sr in 
tale posizione relativa da costituire le falde focali di una con
gruenza W e si ricerchi se non sia possibile, pure mediante una 
traslazione, collocare Si in tale posizione relativa rispetto a S 
da (restituire con questa le falde di una congruenza W.

Analiticamente ciò equivale al problema seguente :
Ammesso che siano ordinatamente le trasformate

di Ç, 7], Ç mediante una soluzione p della equazione

9W=1O
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associata alle asintotiche di S, decidere in quali condizioni
(ovvero —— q\, — ÇJ siano ordinatamente le trasformate di 
Ç, V), Ç mediante una soluzione a della medesima equazione.

La terna (§19 7^, Çj è costituita da funzioni ordinatamente 
trasformate di £, r], Ç solo se a = 0.

Ciò è evidente, perchè avendosi:

*»1 == 4>1

si ha :
rfP) 7 - '»

\0/

e però :
?> — ?>, V i = Tii,

uguaglianze che implicano appunto a == 0. Questo caso è privo 
d? interesse.

Volendo invece che la terna (—£u ——Çj sia costituita 
da funzioni ordinatamente trasformate di f, Y], Ç, poiché £ am
mette come funzioni trasformate e — si è nelle condizioni 
del teorema precedente e quindi si ha 

p = 7<, a =

con ]c ed li costanti.
Allora si ha ancora

1   1 7 V1 1

e queste implicano :
a — TC.

Inversamente, se a funzione trasformatrice assumeste (h co
stante), può assumersi come trasformata di Ç qualunque fun
zione della forma con a costante e, dette le trasformate 
di ç, posto: :■ :•

(i
. .Si — ç? —. j*.  .

le due terne (ç, Çr), (çn q1? Çj definiscono, secondo Lelieuvre, 
due superficie bensì uguali ma non sovrapponibili per trasla
zione e, corrispondentemente, si hanno due congruenze W di
stinte aventi le falde focali ordinatamente uguali.
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4, Poiché la funzione trasformatrice è proporzionale per un 
fattore costante a Ç, ne consegue che le corrispondenti deforma
zioni infinitesime sono movimenti puri anzi è immediato che si 
tratta di due movimenti elicoidali attorno all’asse delle s, l’uno 
destrorso, l’altro sinistrorso con inclinazioni opposte sul piano xy. 
€iò risulta subito considerando, per i due movimenti, le super
ficie (piane) corrispondenti per ortogonalità di elementi alla

È poi quasi evidente che, data $, esiste una classe cinque 
volte infinita di coppie di congruenze W distinte, aventi per 
prima falda S e le seconde falde uguali fra loro la meno di un 
movimento). Infatti, data S, si può fissare arbitrariamente l’asse 
del movimento in oc4 modi e, per ogni asse, si dispone di una 
semplice infinità di movimenti elicoidali.

In altre parole : ad ogni movimento rigido di $, può asso
ciarsene un altro in modo che le corrispondenti congruenze W 
abbiano le seconde falde focali uguali e, variando S, si otten
gono così tutte le coppie di congruenze W distinte e a falde 
uguali.

Mostrerò altrove che, fra queste coppie di congruenze, ne 
■esistono a falde applicabili sulle quadriche.

Palermo, yciiiiaio 1926.


