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PICCOLE NOTE

Le forme elementari e la teoria proiettiva delle superficie. (*)

Nota 2* di E. BoMmP1ANI (2 Bologna). (1)

5. Significato geometrico dell’arco proiettivo delle asinto-
tiche. — La forma ¢, == 23ydudv assume valore nullo in uwscyy
punto O(u, v) per l¢ direzioni asintotiche (dw = 0, dv = 0). Consi-
deriamo ora il punto O sull’asintotica u(dv—=0); avente le coor-
dinate u + du, v e calcoliamo v, nel punto 0’ e per 1’elemento
lineare di una curva avente un flesso in O (tangente ivi all’asin-
totica u). Un tale elemento e caratterizzato da dv.— 0, d*v = — 3du’
Poiche dyp, = 23v(dud*» -+ dvd*s) + 2di3y).dudv, per I’ elemento fis-
sato in 0 si ha ) )

1
— 5 A, = 3*ydw’ = d s

sicché: i cubo dell elemento d’ arco proiettivo d,s relativo all’ asin-
totica u nel punto O é uguale a — 1|2 della variazioue subita da o,
passando dal punto O al punto- O'(u + du) sopra un elemento del
2° ordine di una cwrve avente in O un. flesso (¢ tangente all’ asin-
totica ).

Quesm 1nte1p1et:.wone dell’ arco proiettivo “ésnge lw cono-
scenza, che del resto possediamo, del significato i 9. Ma se ne
pud dare un’interpretazione piu diretta.

Consideriamo percio ancora una curva C tangente all’asinto-
tica w in O (ed ivi dotata di flesso; cioé non avente in comune
con 1'asintotica un elemento del 2° ordine) e sia 0’ un punto di

(*) V. la Nota 1* al num. precedente,

* () Nell’ultimo enunciato del n.° 4 (pag. 173) ove & seritto piano cano-
nico va letto piano coniugato a quello eanonico (ciod passante per la nor-
male proiettiva e per la tangente coniugata di quella canonica rispetto
alle tangenti asintotiche).
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-essa; per O’ conduciamo le asintoticho a taglinre quelle per O e
consideriamo ln maglin asintotica 00',0'0’, (come al n.° 3),
Per le coordinate di O, si ha

1 3l
&y, =m{1 +9du’+§—,n——253i_ndu‘]+

3
1ologdy . . m;(alogSy) L0 1ogay+n£ du,]

+ac,,[du+2 P P Pt

2, . .
+ o, [58aur + 3113 ‘;i*ﬁ"’d 1|+ omadnt + (4]
e per O,

1
Ty=x (1 +Y8 ﬁ’dp&‘) +3 Brye,dut +
- ( 8 d* ,alog By

—édu’+——— 8‘3

du )4—[5]
ove\'m'indica termini d’ordine =3 in du e dv.

S8i proiettino ora i punti 0, e 0, da nna retta generica -
appoggiata alla tangente asintotica v in O (non passante per O
né contenuta nel piano ivi tungente) sulla tangente all’asinto-
Ttica u in 0. Le coordinate di queste proiezioni 0,, 0, sono del

tipo # + s,(i=1,2) e precisamente si ha o, =du; c,:ES—Ydu‘.
H termine principale del birapporto 0,0,0 e di un quarto punto

1 1
generico di questa retta vale appunto gﬁ’ydu*: 3 d, s

6. Invarianti di una superficie per applicabilita proiettive.
— Consideriamo una maglia asintotica (come al n.° 3) i cui lati
concorrenti in O abbiano gli elementi d’arco d,8 e d,8: questi,
che sono definiti & meno di una radice cubica dell’unita, siano
scelti in modo che, com’é sempre possibile, si abbia

a8 - dys = Bydudo = ¢,[2,

La variazione subita dall’¢lemento d’arco di asintotica % pas-
sando dal lato 00, al lato opposto 0,0, riferita al prodotto
degli eleinenti d’arco concorrenti in O vale (v. n.° 3)

dds 1 1 dds 1

8 ¢ 1
8-d8 33__ Y1 e d3T 38
S T

s
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Da questi due invarianti (irrazionali) si formano (per pro-
dotto, e per somma o differenza dei loro cubi) gli invarianti ra-
zionali

2 , 1 1 . 1 1
‘I"—‘ﬁ%%; ‘IJ':E,?%'-FB]—,;%*’; mzﬁ%s_{?%a

dei quali quindi & noto il significato.

Ad un altro gruppo di invarianti (contcnenti le derivate
seconde di 3 e ) arriviamo studiando le variazioni dei prece-
denti variando O sulle asiutotiche per esso. Precisamente, calco-
liamo la variazione subita dall’invariante infinitesimo

d,dys
dys

dzp adu

quando 8i passi dal punto O (e dal lato 00')) al punto 0, (e al
Iato opposto della maglia 0%,0)7). Poiché a lati opposti della maglia
corrisponde lo stesso du la variazione subita & misurata da

dlds 104)1
*ds 30w 33

d

cioe, dividendo per dlx- d,s,

Seriveremo in modo pitt compatto 11 1° membro, il cui signi-
ficato & stato ora precisato,

dys-dg.-d,s™ 33y ov’

Analogamente (e con analogo significato per il simbolo a
1° membro)
d,d,a.s 112,
'm 38y an’

e da questi, per addizione ¢ sottraziéne, si hanno i due inva-
rianti

] d,d,
—K— 1 2*log PI——('L d’d‘?+d 8)/ds dys

By oudv a8
1otlog By ([, dydss - d‘d"g) a8 d,s
py Budv “(d‘ d,s — & d,8 [dio
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B bene insistere sul significato dei simboli introdotti ciod
delle operazioni geometriche eseguite perch® non & gnesto ’unico
modo possibile di passare dagli invarianti $,du ¢ §,d» a nuovi
mva,u'mtl (come H e IK). Si pud p. es. caleolare la v.m.lzmne di

3¢ldu quando da O si passi ad 0, e dall’elemento 00’, (di arco
proiettivo d,8) all’elemento 0',0” appartenente all’asintotica 0,0
di ugual arco proiettivo d,8 (poiehé in generale & 0'3= 0" Uele-
mento 0',0” non & il lato opposto ad 00, della maglia asintotica
considerata). In questo caso bisogna differenziare

d,d.s
dys

Ooli—‘

= ds
Vii’

rispetto & v (e indicheremo la ciratteristica di quest’operazione
con dy) ma con la condizione d,d,s=—0 (invece della precedente
d,du—0) e si otticne.

ddys 1 1 3 11
2 212; Bvl dvd,s —‘gtq)lq)zdwls

3 ___
Vi Vi'y

d

e dividendo per d,s-d,8

1 ddg 11 (3, 1
d,s-dls'd’ d,s 3 iy(av —3hh

. , d,d,d,s
il cui 1° membro pud ancora indicarsi con —=1%* . le due
¢ bro p ¢ dpsedys-dys’

diverse determinazioni dipendono dalla scelta dell’nna o del-
17altra delle due condizioni (ambedue intrinseche) d,du =0 oppure
d,d,s =0 relative ai differenziali secondi.

. L d,d,s
Cerchiamo ora la variazione subita da —-2
2
I’asintotica « passante per O, da O ad 0';: bisogna fissare (in

modo intrinseco) ’elemento d’arco uscente da O, per cui si cal-
cola detto~invariante. Qui, a differenza del caso precedente non
c¢’e che una scelta possibile. Infatti 1’elemento 00’, non deter-
mina il lato (appartenente all’asintotica ) per 0’ della maglia
contigua (mentre determina quello opposto nella maglia di par-
tenza); cido corrisponde analiticamente al fatto che la posizione
"d*uw =0 non ha carattere invariante (rispetto a cambiamenti del
parametro u). Si ha invece una scelta intrinseca del lato uscente

spostandoci, lungo
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da 0, con la condizione ecl’esso abbia lo stesso clemento d’arco
proiettivo del lato 007}; cioé ponendo d,ds=d,’s=0. Allora

d,d, 1 . 0 2
4, dzss 3 ( ‘P;) 4, 3-—d 3( 1 a,b, 1 3!.{1—010;"[3 r>du
pz Vp: \/{3:.],

ciog, dividendo per (d,8)* e adottando per il primo membro nota-
zione analoga a quella di prima, si ha

1
ddds 1 1 (a¢l 1, dlogft '() 1 oalogd,/(3y)3
dysdsdys 3 (3 1)\ du 3h aw ) 3 (B3 Bu

insieme all’analogo invariante ottenuto seambiando ovungue i
due sistemi di asintotiche. Da questi due invarianti irrazionali
8e ne possono trovare altri razionali; p. es.

1&(,01.«1:8 P ddys 14,7 alog /By
2d,s\d,s-ds)  \ds.ds)~ 93y ou

e 'analogo; e da questi per somma e differenze si hanno'i due
_invarianti (nella notazione di CrcH)

0 — 4’1 31001’/;3(_*_4’12310?:4’2/3\'

gy Yt o
o — (ﬁ 2log /By _ $.* 6log¢,/3y
By on By? v

Si sono co-i ettenuti, ¢on procedimenti geometrici evidenti,
a partire dagli archi proiettivi di asintotiche, tutti gli invarianti
fondamentali di una sauperficie per applicabilita proiettive (1)

7. Invarianti delle curve traccinte sopra una superficie. —
Passinmo ora alla ricerea degli invarianti per a. p. di una curva C
della superficie, '

Invarianti del 1° ordine sono p. es. s’—cp,_zﬁfdudv o le
dae forme elementari (infinitesimi) ¢ (d,8/d,s)® (finito) ovée &'in-
tende che du, dv sono relativi alla tangente w C in un suo punto
generico O.

La definizione di un invariante del 2° ordine (o di curvatura)’
equlv.lle alla scelta di un modo intrinseco (per a. p.) di definire
i differenziali secondi. Un primo modo (che si presenm subibo per

Lt
b

() Cfr. Ia Geometria Proiettiva D'ﬁ‘e;emiaw di G. FUBINI ¢d E, CecH
(Zanichelli, Bologua 1926), Cap. VI .
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analogin con la geometria Riemanniana) & di definire la curvatu
servendosi dei differenziali controvarianti rispetto alla forma qu
dratien ¢,; ma non & Punico, ne, per I’interpretazione -proiettiv
il pin semplice.

Infatti nel caso attuale, a differenza di quello classico citat
la forma g, non basta pilt a definire la nostra geometria; hastai
invece p. es, le due forme elementari y, e y,. Poiche dunque
hanno qui due forme essenziali appare pitt naturale e giustifica
procedere in modo che tutt'e due entrino nella definizione de
I’invariante cercato.

E allora si puo procedere cosi: si assumano su C due arc
(infinitesimi) 00’ ed 0’0" con la condizione che una delle forn
elementari, o una loro funzione, assuma su di essi lo stesso valol
La variazione subita dall’altra forma, o da un’altra funzione del

- «dune, nel passaggio da 00" ad 0'0” & un invariante di curvatu:
(infinitesimo, di cui si passa subito ad uno finito). Se p. es. (1
ed 0'0” hanno lo stesso ds per la derivata del log (d,s/d,8) su

si trova
d d,g 2(.  du dv . Au3v — dvd*u
058453 (4’% — b %) R G

che & effettivamente un invariante del 2° ordine relativo a C (ox
le 8% indicano differenziali controvarianti relativi a ¢,).



