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PICCOLE NOTE ‘ 173

Sullo ’sviluppo rigoreso in serie di funzioni sferiche del po-
tenziale esterno e della gravith superficiale d’un pianeta.

Nota di CorrADINO MINEO {a Palermo).

Il problema della determinazione del potenziale esterno d’un
pianeta, nel e¢aso che una superficie d’equilibrio, limitante 1’ intera
massa, sia uno elissoide di rotazione, fu virtualmente risoluto dallo
S10KES, nel 1849; giacche, se lo Stoxrs da del problema una
soluzione approssimata, egli accenna, perd, al modo con cai
I’ approssimazione possw essere proseguita indefinitamente ('), -
v Scopo di questa Nota & di mostrare come nei caso anzidetio
si possa addirittura stabilire la natura dello sviluppo rigoreso
in serie di funzioni sferiche (d’nna sola variabile) delln funzione
potenziale V (e poi della gravita superficinle) del pianefn o eone
se ne possano facilmente calcolare i coefficienti eon quell’ appl'os-
simazione che si vuole.

. () Cfr. Stokks, On the variation of gravity at the surfacé of the Earih,
Math. and Phys. Papers, vol. II, Cambridge (1883), p. 141, n. B e p. 170, .
n. 85. Per mezzo delle funzioni di Lam% « anche nel caso pitt generale
&’ an ellissoide n tre assi, i1 problems fu poi rigorosamente risoluto dal-
I Hamy nel 1890 (Journ, de Mathém, pures et nppliquées, 4* serle, vol, VI,
pp. 09-148), Un’aitea soinzione molto elegante fn datn dal Pizzerri, nel
1804 (Rend, Ace. Lineci, vol, T11, 1804, pp. 166-172 ¢ 280-288).
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Il metodo pud essere opporiunamente adoperato anche nel
problema inverso, che consiste, ciod, nel cercare di risalire dalla
gravitd assegnata a uno sferoide di dato tipo. Questo problema,
com’& noto, fu posto e risoluto dallo STOKES, in particelari ipotesi
e dentro una certa approssimazione: preso, infatti, in tutta la sua
genemhtﬁ, il problema pud riescire impossibile o indeterminato.

Ora, nei casi che hanno reale importanza nella teoria della
figura della Terra e nell’ipotesi che lo sferoide terrestre sin di
rotazione, il metodo da me seguito & estensibile a casi pilt gene-
rali di quelli finora trattati e lascia prevedere che le equazioni
dalle quali dipende la determinazione delle costanti, che entrano
nell’equazione dello sferoide cercato, riescano pilt semplici di
quelle alle quali conducono i metodi adoperati dnll’ HELMERT (')
e dall’ ALMANST (%)

1. Scegliamo come polo e come asse polare il centro e 1"asse
di rotazione dell’ ellissoide. Indicando con r ¢ 6 il raggio vettore
e la colatitudine @’ un punto, I’equazione del nostro ellissoide &
della forma
\ 00 l‘]
1) r=a:l+3 Xx;P,e"
( j=11=0
dove ¢ ¢ la lunghezza del- semiasse maggiore, e 1’eccentricita,
P,; il polinomio di LiGENDRE di grado 2¢, caleolato per *v__cosf-)
le «;; sono costanti.
Se si ‘tien presente la relazione

h+k
@) PP, =20, P
. £

dove 6yy..., 6,4 S0n0 determinate costanti, si conclude faciimente
che ogni potenza di » ha uno sviluppo della stessa forma del
2° membro della (1). Porremo generalmente

(3) ’ = g™ ‘ 13 “ ‘”"P e” '
R P
per ogni intero m (non nullo) positivo o neg‘abivvo.
Sia M 1a massa totale e o la wveloeitd angolare di rotazione
del pianeta: la funzione potenziale esterna ¥V del pianeta & ar-

() HeLMERT, Die mathematischen und physikalischen Theovieen der ho-
fiéren Geodiisie (Lipsin, 1884), vol. 11, eap. II, p. 83 ¢ seguenti.

() ArLmansy, Sulla forma dello sferoide terrestre dedotia dalle misure
di gravitd, Rend. Acc. Lincei (Roma, 1917), vol. XXVI, pp.! 358-367.
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monica fuori di (1), regolare ¢ nulla all’infinito e sulla (1 si deve
ridurre «

w* -
Fif)=¢ — 5 r*sent f,

%
essendo ¢ una costante e¢d f la costante di GAUss.
Poiche
2

P

sen*t =5 (1 — D),

w

si ha, tenendo presenti (2) e (3):

oo j4i
(4 , Fif)y=¢— gf' at! 1 — P, +921 :[3,,1)2,0 =

Data la forma di F(6), & facile assegnare la so]uzione di questo
particolare problema di DiricHLET: la V ha uno svxlnppo de]la
seguente natura:

Ve M P, P, P,

(5) CH o g oy e, ’2““ + ey

essendo
a = A+ A e+ Ayt - A,6%
oty = A+ Aget +. . ...+ Ayl 4,

®)
Uy = Ay @7 A€ Ay
Oy = Ay, n€" oy

o . . . - . . . e e e . . . . . . . . . - S .

dove le A sono coefficienti che si possono successivamente cal-
colare.

2. Per provarlo, basta procedere per induzione completa.
Denotiamo con V, il valore che la V prende in un punto
generico della superficie (1) e sapponiamo che identita

(7) V.= F#)
sia stata soddisfatta a meno di termini in e*": suppouniamo, cioe,
n(n + 1)

che siano state gia calcolate le costanti Ajgyenny Ay, yyyouny

2
A, .. Si tratta ora di soddisfare alla (7) a meno di termini
in e*+% cioe di calcolare le n +'1 costanti

’ Alu ’ AS" "o Amt ] An+x, ne
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Poniamo
(8) C==Cy + €,6% + €y + .o+ 0,6 .

Lu (7) si pud scrivere, nell’approssimazione ora detta :

M noJo ) n n+l [ n—hilj . l)2
ey Eagj ”P‘,,e’-’i‘ + X X4, S Ezij"’h ] “Pz,-e”li» e
el j=1izo ' k- h—1h=1 I j=t1izo fa
9 0 nojl N
=0+ ¢,€° ...+ € 6" — 5. a 1 — P, + 3 X3, P,
3/ j=1i-0 |

Ia quale dev’essere soddisfatta a meno di termini in e* 2,

Ma la (9) & gia soddisfatta, per ipotesi, salvo termini in ¢
in virtii della precedente approssimazione; si tratta, dunque, «
identificare nei due membri i coefficienti di €*, e poiche in es
entrano soltanto i polinomi Py, I, ...y Ps. s, Si avranno n—+2 n
lazioni, quante occorrono per la determinazione dei coefficien
A geey Ay, € della costante ¢,. Ora, se eguagliamo nei di
membri di (9) i coefficienti di Py, e (h=1, 2,..., n + 1), ottenian
una equazione che contiene la sola ineognita 4,,, il eai coefl

ciente & visibilmente —;-+7. Le nostre incognite sono dunque da
a

immediatamente dal sistema -

1

. 1
(10) P A, =1, a’ Ay == Ty geey prres] Apprn = gy

dove le 5 sono guantita note, dipendenti linearmente dai coef
cienti precedentemente determinati.
Eguagliando, nella (9), i coefticienti di P e**, si ha

(11) C, =Ty,

che determina la costante ¢, (')

3. Volendo lo sviluppo dell’accelerazione di gravitd ¢ su
superficie (1), basta partire dalla formula :
1w

- - TR
cosrn €7

) E quasi supertiuo avvertire che se si fosse scritto
Gn; g = Auog, g + Adnoryg, g €68 + et Jn_ﬂ, A—y ein—2 4 Awign e ...,
#i sarebbe trovato

A“+l:0 = ..‘lu.,‘-‘,‘ e — -An«—‘,n=’l an 0.
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essendo

W=rfpr4 {%:1~’sen’9

e *n Pangolo che il raggio vettore », che va a un punto della

superficie (1), forma con la normale alla superficie nel punto,
diretta positivamente verso I’interno.

Ora si ha

¥

cosrvm 1+ (%)

D’altra parte &

e, tenendo presente la nota formula

dP,
2 -— sen 9 Z/4L — 4k — 1)Pyigpy,
dn -0

insieme con le (2) e (3), si deduce senza difficolta

— oo ] )
cosrn=—1+e'3 2y, P, eV,
j=24i=0

Dalla stessa forma & naturalmente lo svilappo di

— .

cos "
. . oW
Facilmente si ottiene lo sviluppo di Pl tenendo presente

la (5); e infine per ¢ si ha:

2 /2 34,,) o j31 ,
=L —(;)2(1,—1—\; w'a -+ . “)P2+Z‘. 2y Pye¥.
3 i i=0

2] e —_
(12, 3

4. Nel caso dell’ellissoide, si ha, a meno di termini in €°:

(o1
(13) r=a;1—;(P,+2P,)e" 340(74P + 100P, — 72P,) et §

In quest’approssimazione si trova 1,
Vo M w2a® (]l[gf+3w’a5> - 13w’a5 P,
l 3f 3 14f 11767 ¢ 7+

(1)

[ 2w’ | (Ma* 9u)’a7> ]P4 5w'a® | P,
O B

RSP
f 5 ) et el o w
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E per la gravita superticiale:
h * 2 o 2
g:[<LM~2 za)+<jM M)e’—;—(WM 19w a)e‘l_.'_

a* 3% 30t 3 a7 84 )0
5 M 190%a fM  5wta
15 D ___*__) e __(L52 _ T T Tt _
(15) +l3‘”" <3a= 2 )° (:W 392)"]1)’ "

6
+[—7w’ae’+ (

M 36lwia dp o 9Bola |
5 53 )¢ Pt

231 ¢ e

5. Facile sarebbe assegnare limiti superiori degli errori che
si commettono nel calcolo di V, eseguito con una determinata
approssimazione. Se V, & il valore approssimato trovato e si pone
V=7V,+ V,, si tratta di determinare un limite superiore del
modulo di V,, sapendo che V, & armonica fuori della (1), regolare
e nulla all’infinito e si riduce sulla (1) & una funzione, del mo-
dulo della quale & assegnabile un limite superiore.

Assegnato un limite superiore di |V,|, si potra poi assegnare
un limite superiore del modulo della derivata normale di V,,
relativa alla data superficie d’equilibrio (per mezzo della seconda
formula di GREEN), e quindi un limite superiore del modulo del

. . . aw
corrispondente errore in ¢ |per mezzo della formula 9="gn )"

6. Accennerd al problema inverso. Sia data la g sotto la forma

9=,y + Vi Py + ..+ 7, Py +..r,
con
Yo= COop + Cp16* + ey Y1y = O}y + 0, 6" + ...,
o= 0,6 + Gy’ + ...y wey v, = C,, "% ...

Tra le superficie d’equilibrio del pianeta, compatibili con
la ¢ assegnata su di essa, si cerchi uno sferoide di rotazione di
tipo (1), cioé di equazione

r=a}l4 3P, + 8P +..+83,P,, + ..}

con

Bo= By6* + By + ..., .y B.= B, 6" + B, 62" +...

Dalle cose dette, risulta che il problema della ricerca delle

costanti a, 3,, B,.. & determinato: bisogna, perd, che sia soddi-
sfatta la condizione

0 = 3 (J.)’(Vz.
00 a! 5
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Dati, insomma, a, v ¢ M, resta individuata quella che lo

. . (M 2 , .
SroxEs chiama gravita media (’%, ——3-:0’(:), relativa alla sfera di

raggio a.

Palermo, givgno 1926.



