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SUNTI DI LAVORI ESTERI

H. BoHR: Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen, III. (Acta
Mathem., T. 47).

La terza Memoria del ciclo: Sulla teoria delle funzioni quasi-
periodiche, sulla quale riferisco in ¢id6 che segue, dietro cortese
invito del Presidente dell’U. M. I., tratta delle fanzioni di une
variabile complessa, e porta il sottotitolo: Smluppz di Dirichlet dz
Sunzioni analitiche.
1. Sia z=1re" una variabile complessa. Consideriamo le infi-
nite potenze ad esponente continuo z*==7r*¢2% dove A percorre
tutti i valori reali da — oo a + oo, e precisamente le conside-
riamo sulla superficie di RIEMANN ad infiniti fogli L:0 <+ << oc,
— oo < H < oo, ciod snlla riemanniana del logaritmo coi due punti
di dlramazwne di ordine infinito 2=—=6 e z=occ. La questwne
che la Memoria si propone prd enunciarsi cosi: .

In che guisa deve comportarsi una. funzione analitica f(z) in un-
-anello ociroolare ad infiniti fogli r, <r <r,, —oo <O < oo della
superficie L, per essere costituita per via addittiva dd una infinita
numerabile di potenze z'n, cioé per ammettere una mppresmtazzone
avente significato, della forma

Za,,zln? o

Presenta uno speciale interesse il caso r,=0 (o il caso corri-
spondente r, = oc) in cui la questione si riconduce a cercare quale
andamento della funzione in un punto di diramazione logaritmico
dia luogo alla espressione della funzione mediante una serie di
otenze « irregolare » Ja,z’. :

B comodo, per riattaccarsi nel modo pit diretto possibile alla

teoria delle funzioni quasi-periodiche svilappata nelle Memorie I
e Il (}) per le funzioni.di una variabile reale, di passare dalla
riemanniana L al piano semplice della variabile s =gc + it per

() V. Bollettino dell’U. M. L, T. III, p. 226 e T. 1V, p. 216."
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mezzo della ovvia trasformazione z=¢. La nostra questione si
enuncia con ¢id: ' ’

Quali funzioni analitiche f(8) regolari in una striscia s, <<c <o,
8i possono sviluppare in una serie della forma

Sa,er®

cioé in una serie di Dirichlet ?

Il easo menzionato pit sopra », =0 (risp. »,==o0) corrisponde
ora al caso o, — — oo (risp. 6, = + o0), in cui la striscia si riduce
rispettivamente all’intero semipiano sinistro o destro.

Rileviamo che il nostro concetto di « serie di DIRICHLET »
differisce dall’usuanle a due punti di vista essenziali. Dapprima,
non partiamo da una serie arbitrariamente data, ma ammettiamo
invece soltanto quelle serie che vengono generate da una fun-’
zione ; in secondo luogo, gli esponenti X, non sono soggetti' per
noi ad alcuna condizione (essi possono, ad esempio, essere densi
su tutto 1’asse A) mentre di solito si considerano solo quelle sue-
cessinni di esponenti che non hanno punti limiti a distanza finita.
Questo ultimo punto & di significato decisivo per 1’intera teoria:
¢ solo mediante I’abbandono di ogni limitazione per la succes-
sione degli esponenti che nasee la possibilitd di dare il carattere
della c¢lasse di funzioni sviluppabili in serie di DiricHLET. B
questo carattere sta nella quasi-periodicita.

2. La definizione posta a base di questo carattere ¢ la se-
guente :

Una funzione analitica f(s) regolare in una striscia o <<o -Zf§
(— o0 < a <T 3 =< + o0) 8 dird « quasi periodica in (x, B) » quando ad
ogni ¢ corrvisponde una tale lunghezza 1 =1(e), che ogni intervallo
t, <t <t, di lunghezza | sull’ asse immaginario contenga almeno un
« numero di trasporto » t=r"{e) corrispondente ad ¢, cioé un numero ¢
tale che per ogni s nella intera striscia o <3 << sie venﬁoata\la
disuguaglianza

| f(8 +-it) — f(8) | <e.

In altri termini si richiede dalla funzione 1) che essa sia
funzione quasi-periodica dell’ordinata ¢ su ogni verticale ¢ =g,
della striscia « <o <<f; 2) che la quaSI -periodicita sia uniforme
sulle diverse verticali. v

Riesce comodo di 1nt|odurre, oltre al concetto di « quasi-pe-
riodico in (%, B) » anche un cencetto di « quasi-periodico in [«, 8 »,
intendendo con ¢id di indicare semplicemente che f(s) & quasi
periodiea in ogni striscia parziale (x+ 8, B — 3.
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Anche qui, come per le funzioni di una variabile reaie,' vale il
teorema che ogni funzione quasi-periodica in [z, 3] & anche limi-
tata in [z, 3]. Di essenziale significato & ora il segnente teorema,
che ne rappresenta in qualche modo una inversione: « Se di una
« funzione analitica f{8) regolare in nna striscia («, 3) si sa sol-
« tanto che essa & quasi-periodica in una singola retta s —a, della
« striscia, ne risulta che & quasi-periodica in tutta la striscia [«, §],
« purcheé sia limitate in {z, p] ». Questo teorema permette di intro-
durre il concetto di massima striscia di quasi-periodicitd di una
funzione, vale a dire della pidt grande striscia [«*, §*] che con-
tiene la striscia data [e, 8] di quasi-periodicita, ed in euni f(s)
rimane ancora limitata, e di consegunenza quasi-periodica.

Il citato teorema ci da anche un metodo assai comodo per
tragportare direttamente al cnso della variabile complessa teoremi
gia stabiliti per la teoria delle funzioni quasi-periodiche di una
variabile réale, senza che sia necessario di riprenderne la dimo-
strazione. Cosl, per esempio, si dimostra col sno sussidio che la
somma di due funzioni quasi-periodiche in una striscia {«, ] &
essa pure quasi-periodica in [z, p]. Cid perché f(s) e g(s), e per
conseguenza f(8) + g(s) sono limitate in [«, B], mentre su una
retta ¢ =g, comungqae sceltavi sono quasi-periodiche rispetto a ¢
la f(3,+ it) e la g(s, + it), e per conseguenza. anche f(d, + i)+
+ g(a, -+ ). Anche la funzione limite di una successione unifor-
memente convergente di funzioni quasi-periodiche & pure quasi-
periodica. In particolare quindi ogni serie muformemente con-
vergente in [«, 3], della forma

- Sa, M8,

applesent.m mediante la sna somma una funzlone qmm-pemodlca

in [«, B). \
3. Per giungere allo sviluppo di mehlet ' )

EA"eAns

di una funzione quasi-periodiea in (2, §), procediamo come segune. '
Su ogni retta fissa &K(s)=o della striscia ln Fy(t) = f(s + i) & quasi-
periodica in ¢t ed ha quindi una serie di FOURIER :

Fy(t) o 34,0641,

Ora si pud mostrare facilmente, col sussidio del teorema mte— )
grale di CAvCHY : 1°) che gli esponents ‘A sono indipendenti da o ;
2°) che i coefficienti A, dipendono da o nel modo pitt « ginsto »,

nel senso che A,,<°):=A,,0A"", dove le A, sono costanti, cio® indi-
pendenti da o. Le serie di FOURIER, sulla continuitd infinita delle
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rette &(8) =os, conducono dungque ad un unico sviluppo, della
forma ’
B4,ed %M — 54, M,

e questo svilnppo & quello che noi designiamo come « serie di
DiricHLEL » della funzione fi8) nella striscia (», 3).

Nel caso speciale di una funzione propriamente periodica (0, ri-
ferendoci nuovamente al piano 2, di una funzione nell’anello
cirgolare semplice r, << | z| < 7,) la nostra serie di DIRICHLET si
riduce ad una ordinaria serie di Laurent della funzione f(s).

Dalla teoria per le variabili reali si deduce immediatamente
il teorema di wunivocity, che a due funzieni quasi-perviodiche di-
verse in una striscia comune corrispondono due diversi sviluppi
in serie di DIRICHLET, ed il teorema fondamentale (o teorema della
convergenza in media), ehe nell’intera striscia vale 1'equazione
di PARSEVAL ' '

M| flo+it)* =S| A, 1e2M.

Dalle regole del calcolo delle operazioni sugli sviluppi in serie
segue subito: che lo sviluppo di DIRICHLET di una somma, ai un
prodotto, di un limite, di un integrale o di nuna derivata si ottiene
mediante la rispettiva operazione formalmente eseguita sulla serie
di DiricHLET della data funzione. :

Il teorema di approssimazione della Memoria II si puo pure
estendere facilmente: per esso, condizione necessaria e sufficiente
perché una funzione analitiea sia quasi-periodiea in [z, §), & che si
possa approssimare uniformemente in [z, §] mediante polinomi
An8

esponenziali MNa,e
1

o0

4. Come nelle ordinarvie serie di LaurENT Xa,2” il caso di
— 00
soli esponenti positivi (o di soli negativi), cioé il caso di una
O
solita serie di potenze Xa,2", ha wn’ importanza speciale, cosi per
0

le nostre funzioni quasi-periodiche ha un’importanza speciale il
caso in cui tutti gli esponent: di Dirichlet A, hanno un medesimo
segno, Si giunge cosi a risultati che hanno un carattere quasi
altrettanto ecircoseritto che nel caso speciale classico delle serie
di potenze propriamente dette (solo che nel nostro caso generale
non € naturalmente necessario che abbia luogo la ordinaria con-
vergenza).

Col sussidio del teorema di approssimazione e con deduzione
dal principio di PHRAGMEN-LINDELOF, si dimostra dapprima il
seguente teorema fondamentale:
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Se-unn funz,iqne' J(8) quasi-periodica in [«, 5, f(8) ZA,,eA"“, am-
.nette soli esponenti di DIRICHLEY positivi, essa & continuabile
analttwamenta in tutto il semipiano sinistro s < a, ¢ da in [— oo, Bj
uns fanzione quasi-periodica che per ¢ ~— -— oo tende a zero uni-
formemente rispetto a t.

Se all”ipotesi di esponenti « tutti positivi » si sostituisce
quella di esponenti non negativi, pud aversi un termine costante ¢
nello sviluppo fi(s) 24,625, o il teorema vale naturalmente nel
senso che per ¢ —~— oo, la f(8). converge a questa costante anzichd
‘a zero. Daltra parte, si- dimostra facilimente che quando nello
sviluppo di DiricHLET di una funznoue fi8) quasi—per’iddica -nel
-semipiano sinistro [— oo, ] si presenta almeno un esponente ne-
gativo A.,, f(8) non pud rimanere limitata. Quando duncue unas
funzione quasi-periodiea in. [—— oq, i} rimane limitata, essa deve
avere solo esponenti non negativi, e percid tendere ad un deter-
minato valore limite. Da ¢id 8i pud dedurre senza difficoltd che
per una funzione f(s) quasi-periodica in {— o<, f], eoll'avvici-
narsi al « punto » a,ll’mﬁmt;o gx=-—o00 8i possono presentare
soltanto le tre possibilita che, per i teoremi di’ WEIERSTRASS,
si possono dare per uua funzione propriamente periodica; cioe
(se ritorniamo al piano 2) per una funzione regolare in un in-
torno di un punto del piano semplice:

A) f(s) tende ad un valore limite finito (cuso regolare);

B) A infinito (caso polare);

€) i valori di f(s) sono dovunque densi in ogni semipiano
o< g, (caso singolare essenzm.le)

Nel caso () vale anche il teorema di Pwmd .vale a dire f(s}
prende in ogni semipiano sinistro tutti i valori, uno al piu escluso.

Dall’ esame dello sviluppo di DiRICHLET si pud poi facilmente
riconoscere se si presenta il caso A, B o Ce preclsamente-

a) Il comportamento regolare corﬁsponde al caso in ecui
tutte le A, sono =>0. <

b) 11 comportamento polare corrisponde al caso in cui Vi
sone esponenti negativi, e fra questi uno numericamente massnno.

¢) Il comportamento singolare essenziale corrisponde al caso
in cui vi sono esponenti negativi, ma Tra questi non ve n’ é alcuno
" (numericamente) massimo. A questo caso appartengono cosi le fun-
zioni i cui esponenti tendono a — oo, .come quelle i cui esponenti
tendono ad un -numero negativo A* come limite inferiore, numero
il quale non appartiene esso stesso all’insieme dei A,.

4 ~

~ B. Cirivolgiamo ora alla questione-della separazione di Laurent
di una funzione. quasi-periodica arbitrarinmente data in una
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strispia. Il teorema classico di LAURENT per una funzione ana-
* litica data in un anello semplice r, <|z|<1,, 0, nel nostro
modo .di esprimerei, per una funzione f(s) propriamente periodica.
in una striscia o, <o <o,, dice che f(s) pud decomporsi in due
sommandi propriamente periodici: -

J(8) = fi(8) + fy(8)

di cui f,(s) & apalitica nel semipiano sinistro ¢ < g,, f,(8) nel se-
mipiano destro o > g, ed f,(s) ed f,(8) sono ancora regolari nei
¢« punti» o=—o0 e o=+ oo rispettivamente. In seguito al ri-
sultato dato al n.° 4) sulle funzioni quasi-periodiche i cui espo-
nenti hanno tutti il medesimo segno, potrebbe dapprima sembrare
che per estendere la separazione di LAURENT ad una funziene
f(s)wZA,,eA"s data arbitrarinmente in una striscia ¢, <o <a,;
non Vi sarebbe altro da fare che formare lo due serie parziali

2 A"eAns e z A "éAns
A >0 : An<O

con tutti esponenti positivi I’ una, tutti esponenti negativi I’altra,
che rappresenterebbero le funzioni quasi-periodiche fi(s) ed f(s),
la f,(8) continnabile analiticamente verso sinistra, la f,(s) verso
destra. Ma questo procedimento non & senz’altro ammissibile,
poiche non si sa se le due serie parziali X e X sono di per sé
An>0 An<O

sviluppi di meHLET di funzioni quasn-penodlche. Ed mfattl
si pud mostrare, con esempi opportunamente costruiti, che esi-
stono funzioni quasi-periodiche che non ammettono una  separa-
zione di LAUREN®. Per fortuna, un lieve mntamento di pensiero
permette di rimediare a questo inconveniente. Si pud infatti mo-
strare che quando anche una funzione quasi-periodica f(s) non
ammetta essa stessa una separazione di LAURENT, cid0 avviene
invece per la sua derivata f'(s), e con cid si ottiene in molti
casi qnanto sarebbe dato dalla separazione di f(s) stessa. Come
I’esempio pilt essenziale, portiamo quello del feorema esteso- di
univocitay, il quale dice che se f(s) & quasi-periodica in una
striseia («, {3), © g(s) lo ¢ in una striscia (y, 8), e lo sviluppo di
DIRICHLET di f(8) in (x, 8) & formalmente identico con quello
‘di g(s) in (y, 3), f(s) e g(s) sono la stessa funzione analitica, anche
nel caso in cui le due striscie sono oomylotamente esterne 1’ una
all’altra, eome nel caso « <f§ < y<¥8; vi & dunque una funzione
quasi-periodica nella intera striscia @ < o < 3, ln quale funzione
coincide con f(s) in (« e con ¢(s) in &).

f(8) in (a, B), 9(8) in (v, 3) Dt Antors).



SUNTI DI LAVORI ESTERI = - 143

Noté sulla Teoria delle Funzioni, comparse nel I. 178 dei « (\jomptes ’
Rendus de ’Académie des Sciences ».

G. BouLIGAND (T. 178, pag. 55\

Proseguendo le sue ricerche sul problema di DiRICHLET (%)
P A determina in gnal caso il problema ammette una soluzione
limitata, ma non soddisfacente alle condizioni ai limiti in certi
punti eccezionali.

‘L. WaLsonr (Ibid., pag. 38).
Indiea una condizione necessaria e sufficiente percha si possa

costruire una funzione analitica che assuma su un eontorno rego- -
lare chiuso semplice una successione continua di valori dati.

I. PRiwALOFF (Ibid., pag. 178). :
Considera una successione di funzioni analitiche regolari
per |z| <1, che danno ciascuna una rappresentazione conforme
biunivoca di questo cerchio; mostra che se converge in tutti i
punti di un insieme numerabile avente almeno un punte limite nel
cerchio essa converge assoluntamente in tutto il cerchio z<<p<C1.

H. LEBESGUE (Ibid., pag. 349).

Fa seguito alla nota di BOULIGAND ponendo a confronto la
condizione di regolarita data da questi e quella data da Za-
REMBA (%), ed enuncia una condizione necessaria e sufficiente di
regolarité. e di impossibilita per il problema di DIRICHLET. ~

N. LUSlN e I. PRiWALOFF (Ibid., pag. 456)

Dlmostrapo che facendo la rappresentazione confoxme su
2|<1 d'un campo limitato da una curva rettificabile, ad ogni
insieme di misura nulla sulla circonferepnza corrisponde: un in-
sieme di misara nulla sulla curva, ed applicano a dei problemi
della teorin delle funzioni.

I. PR1WALOFF (Ibid., fmg. 614). ’

Dimostra la proposizione inversa della precedente, e cioe:
ad ogni insieme di punti di misura nulla situate sulla frontiera
rettificabile corrisponde sulla circonferenza un insieme di misura
“nulla e fa delle applicazioni per la formnla di CAvcHY.

() C. R, T. 176 (1928); B. S. M. F. (18233
(%) Sur le principe de minimum, Bull. de-|’ Acad. des Sciences de Cra-
covie, 1909. '
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M. SouLa (Ibid., pag. 688).

Ricerca sotto quali eondizioni si possono estendere alle seri
di DIRICHLET Za,¢ *** le ricerche dei punti singolari delle seri:

di TAYLOR..

R. NEVANLINNA (Ibid., pag. 867).

Da una formula generale che ha ettenuto precedentemente (!
dedunce una serie di proposizioni sulle fanzioni meromorfe chi
generalizzano il teorema di HADAMARD, -nella forma preeisa dat:
da VALIRON, e quello di HADAMARD- [,INDELOF sulle funzion
intere.

TH. VAROPOULOS (’Ibid., pag. 914,

Da ana semplice dimostrazione dei risultati dati da SAXER
Se g(x) ¢ una funzione intera e se non esiste che un. numer
finito di punti che annullano una delle funz‘om gz, g'x)y 9"(@)
senza annullare le altre due si ha: g= Pe%, P ¢ Q essendo de
polinomi. Inoltre apporta delle genemhzzazmni.

M. MANDELBROJT (Ibid., pag. 985).

Chiama serie g(N), serie di EISEXSTEIN, appartenente al nu
mero intero N, ogni serie Ja,2* di raggio di convergenza ugual
a1 uno i cui coefficienti essendo razionali diveilgono interi me
diante la sostituzione (x, Nz), N essendo il pilt piccolo inter
possibile. L' Autore da un teorema che permette di determinar
il limite inferiore dell’intero N corrispondente ad una serie :
roefficienti razionali che rappresenta una funzione algebriea.

N. WIENER (Ibid., pag. 1050).

In seguito alla Nota di LeBEscur (%), sul problema di DiRri
cHLET, ed alla sua Memoria (%), da un teorema che fornisce un:
caratterizzazione completa necessaria e sufficiente dei punti rego-
Iari, riattaccando la regolarita o no alla divergenza di una serie
¢ fa delle apnlicazioni, generalizzando il risultato di LEBESGUI
come questi ha fatto la generalizzazione del teorema di ZAREMBA

1y Ueber die Eigenschaften Analytischer Funktionen in der Umgebun
iner .«ingulm'eu stelle oder Linie. (Acta Soe. Fen., t. 50 (1922), pag. 7).
Gy €0 R, T, 178, pag. 349,
¥ Umtums Problems in Potential Theory, Journal of Math and Phyrxi.
. of the Massachusetts Institute of Thermology, 1924.
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H. LeBescur (Ibid., pag. 1053

Fa, in seguito alla Nota precedente di WIENER, alcune osser-
vazioni storiche relative ai suoi lavori ed & quelli dei matema-
tici WiENER, PHILIPS ecc, sul problema di DIRICHLET,

G. BoUL16AND (Ibid., pag. 1054).

In seguito ai lavori di Pmirips ¢ WIENER sul problema di
DIRICHLET, mostra che si possono ottenere dei nuovi risultati da
una semplice ipotesi, che chiama ipotesi C. Si definiscono cosi
dei domini eccezionali che generalizzano notevolmente quelli che
hanno spigolo di regresso.

A. ANGELESco (Ibid., pag. 1509).

Considera Pintegrale di PoissonN

2
b=t fla+-h)
T ) T "orcoss v 1t W
. Y
a ed r essendo del!lé quantitd complesse, e mediante delle ipotesi
sulla funzione f(a/+0), cerea il limite per » — (1, 0) secondo un

ecammino qualunque situato nel cerchio le+iy| =1
1

A. Brocu (Ibid.,'pug. 1593).

Apvoggiandgsi su due proposizioni dovute a VALIRON (!) e
HADAMARD dimostra nuovamente il teorema di PicArp del-
Y impo&sibilita di soddistare ad una relazione algebrica di genere
superiore ad uno, mediante delle funzioni uniformi nel dominio
d’un punto essenziale isolato comune,

E. PicArDp (Ibid., pag. 1645).

In seguito alla Nota di Broci (*) stabilisce la proposizione
seguente: se per una funzione intera G(z) esistono due fanzioni
razionali distinte P(z) e Qiz) tali che le due equazioni G(z)= P(z)
e G(z) = Qz) non abbiano che nn numero limitato di radici. G(z)
€ un polinomio.

F. CArLsoN (Ibid., pag. 1677).
50
Considera la serie f(x) = Za,z” il cni cerchio di convergenza
1 B

”»

¢ finito, pone P,(x)= Za,x", € con P,, una successione infinita
1 .

(') Lectures on the general theory of integral functions. Toulouse, 1925,
®) C. R, T. 178, pag. 1593.
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contenuta in P,, e studia la distribuzioue degli zero dei poli-
nomi P, nelle vicinanze del cerchio di convergenza. -Considera
per semplicitd gli sviluppi secondo i polinomi di FABER.

P. NouiLL.ON (Ibid., pag. 1730).

Mostra che le funzioni intere di genere 0 ed 1 soddisfano ad
una equazione integrale, ove il campo d’integrazione & esteso a
tatto il piano.

M. MANDELBROJT (Ibid., pag. 1873).

Se Xa,x" ¢ una serie che ha per raggio di convergenza I’ uniti
e prolungabile al di 1a del eerchio di convergenza, dimostra che
annullando una infinitd qualunque di coefficienti a,, soddisfa-

ng

centi alla condizione lim \/a,, —1 si ottiene una serie che am-
mette almeno due punti smgolau in tatto il piano.

E fa delle osservazioni sulle serie di TAYLOR che presentano
» ‘_delle lacune ; se le lacune sono maggiori o pin frequenti le singo-
larita della funzxone sono pitt complicate o per la loro natura o
'per il loro numero.

G. J. Rimounpos (Ibid., pagg. 1952, 2049).

) Nella prima Nota enuncia due teoremi che completano due
proposizioni enunciate anteriormente da PicARD () e da lui
stesso (%), sulle coppie di funzioni. meromorfe legate algebri-
. camente. o ‘

Nella seconda Nota applica alle suceessioni canoniche, enun-
ciando dei teoremi che offrono una grande analogia con quelli di
STIETIRS, LANDAU, ViraLt, MONTREL.

,_"A.. BrocH (Ibid., pag. 2051).

Completa aleuni risultati precedenti: al eerchio |2| <1 la
funzione f(2) = # + ..., olomorfa per [z| <1, annullantesi nell’ori-
gine ed avente una derivata uguale ad uno, fa corrispondere un
dominio riemanniano comprendeunte un cerchio ad un foglio di
raggio almeno uguale ad un certo numero 3 costante assoluta;
da questo teorema deduce delie conseguenze per la teoria della
uniformizzazione delle funzioni algebriche. . g. b.
) Rend. Cire. Palermo, t. 33, 1912, pag. 254.
() C. R, T. 172, 1921, pag. 645.



