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PICCOLE NOTE 125

Stella di ennuple ortogonali in una varieta ¥V,
a metrica qualunque. ‘

Nota di G1useppiNA PoAro (Padova)
Il compianto prof. Ricci-CURBASTRO studiando i fasei di con-

gruenze in una V, ha dimostrato (*) che, se A{"A® sono i parametri
di direzione di una congruenza A, di un fascio F ese 2, A, 8il

sistema covariante reciproco del controvariante A{"A{® rispetto

alla forma quadratica

2
(1) - =20, dz. dz, ¢
. 1

che da il quadrato dell’elemento lineare della varieta e se AP

sono i parametri di direzione della econgruenza A, ad essa orto-
gonale, il sistema covariante di elementi

2
qpr = lzs )\i') l|/rs

dove 1,),, indica la derivata covariante di A,/ rispetto ad x, se-
condo la forma (1), noun 'varia variando la congruenza di F,
purche le direzioni positive di A, si intemdano ottenute da quelle
di A, con una rotazione di 90° sempre nello stesso senso. Iuver—
samente le ¢, cambiano di segno. -

Che cosa si. puo avere di analogo in una vquela ad n» dimen-
gioni con n>2? Io trovo una risposta a questa domanda intro-
ducendo la nozione di stella di ennuple ortogonali e dimostrando
che coi parametri di direzione delle congruenze di un’ennupla
della stelia si pud costruire una forma quadratioa che non varia
variando I’ennupla nella stella considerata. - ’

1. Definizione. Chiamo stella di ennuple ortogonmlé in una va-
rietd V, I’insieme di tutte le ennuple di congruenze ortogonali
di 7, (n=>2) le cui congruenze formano con quella di una ennupla
ortogonale fissa angoli costanti.

Naturalmente allora se 3 & una stella -di ennuple, le con-
gruenze di due ennuple di ¥ formano fra loro angoli costanti,
o in altri termini, se kg”, u{” sono i parametri' di direzione delle

() Vedi: Ricor et Levi-Civira: Méthodes"de Oalcul différ entiel absolu.
Mathematische Annalen. Tome 54, p. 166.
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congruenze di due ennuple di X, 1’indice inferiore indicando le

diverse congruenze, e se
n

@2 ¢ =23,a,dz,dr,
. 1
@ (ll quadrato dell’ elemento lineare di V,, le
(3) Oy = Z,‘)\{/rl_j,(,'): 2, am Wifry
. 1 J 1
cioé i coseni degli angoli formati dalle congruenze delle due

ennuple considerate, sono costanti.
Dalle (3) si ha

n
(31) p:;_r) — ?i oy lgr)
ed anche
3" Wir = Z;‘i Oy Agfre
B noto inoltre che
n | 1 se i=}j
(4) . ?r: a’m‘ )\sr) )\J(") == ' 0 se 1/ :i:j .

. 2, Indicando con Xy il derivato covariante secondo la (2
del reciproco di X{”, i sistemi
4
- Pijle = %,- Aifra M7
sono n* covarianti semplici. Fra essi passano delle relazioni
infatti derivando le (4) secondo la (2) 8i trova

n n ,
Z, Nire M + B, A g7 =0
1 1

ossia

Pijje + s = 0
ed in particolare ;
Piife =0.

3. Analogamente, posto

n-
oo =S

si ha
, Pigje + s =9
. ed in particolare
isje == 0.
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4. Ora per le (3”) si ha
n
[tijrs = Shtin Mnire
1
e quindi
n
q)zjlt = Ehhraih Zin )‘h/"Nkﬂ
1
n
= Y& %ir, %ix Prrlse
1
Di qgui si ha

n ”
25 Yisir Gijie == Disnrpg in %ix Fin%ja PrrlsPoqir
1 1

5 3 ¢
== Dy apg Prrls Pralr 21',' %ip Xip 2;1' o 0g
1

2

= h?‘hh ?h”riphk!,,

percheé ) :
n 1 se h=p 2 i se k=q
2;1‘“1'},,“7']72 0 se h#p le“.fkajfl_" 0 se k:‘:q

5. Posto
b= zhh Pl Prrles
1

si vede che la forma quadratica
n
Y =2,b,dz, dx,
1

non cambia se si passa da un’ ennupla ad un’altra della stella
di ennuple ortogonali.

6. Nel caso =2 si ha

b, = 2:p‘ufr Pis/e
e la forma ¢ diventa

2(CP12! 1 dw] -+ Q122 dwz)z H

¢ il nostro risultato porta che il gistema ®1a/~ DON cambia cam-
biando la coppia di congruenze ortogonali scelta nella stella (1).
Il sistema ¢,,;, non & altro che il sistema considerato dal Rrcer,
che ho indicato nella prefazione con ¢, relativo al fascio di con-
gruenze determinato dalla congruenza di parametri A{);() che
gli appartiene.

(1) Potrebbe cambiare di segno, ma cid si ovvia cambiando 1a dire-
zione positiva di una delle due congruenze.



