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Sul problema di Dirichlet per la corona circolare.
Nota di Mauro Picone

Non ostante che la forinola di risoluzione del problema d 
Dirichlet per la corona circolare sia stata data da gran tempi 
e si trovi esposta in parecchi trattati d’Analisi, pure essa è stati 
sempre stabilita — che io mi sappia — nell’ ipotesi restrittiva chi 
i valori assegnati alla incognita funzione armonica sulle due cir­
conferenze limitanti la corona siano tali funzioni della comuni 
anomalia dei punti di quelle circonferenze da ammettere, ciascuna 
uno sviluppo in serie di Fourier uniformemente convergente 
Ora, laddove è certo necessario, per la natura stessa del problema 
ammettere la continuità e la periodicità (col periodo 2jx) dell« 
dette funzioni, non così è per l’ulteriore ipotesi della loro svilup- 
pabilità in serie di Fourier uniformemente convergente; poiché 
come ben stabiliscono i metodi generali di Poincaré, bastan« 
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le sole prime necessarie ipotesi per assicurare F esistènza della 
richiesta funzione armonica.

Nel mio corso di Analisi superiore che ebbi l’onore di tenere 
all’Università di Pisa nell’ anno scolastico 1923-924, esposi una 
semplicissima soluzione del problema in considerazione, nelle 
indicate sole ipotesi necessarie, basata sul teorema di Fejér rela­
tivo all’approssimazione mediante polinomii trigonometrici di 
una funzione continua e periodica. Oggi, visto che, anche nella 
recentissima ultima edizione del volume secondo del suo Traité 
ä*Analyse, il Picard, pur avendo già nell’ultima edizione del 
primo, svolto compiutamente il metodo di Fejér di sommazione 
delle serie di Fourier, riespone la soluzione del problema di 
Dirichlet per la corona circolare, mettendosi nelle sopradette 
ipotesi restrittive, mi appare non del tutto fuori di luogo far 
conoscere al pubblico matematico la mia soluzione già esposta agli 
studenti di Pisa, e ciò ini permetto di fare con la presente nota.

Naturalmente, la forinola risolutiva del problema a cui si 
perviene col mio metodo coincide con quella classica, la quale, 
dopo ciò, viene ad assumere maggior portata.

Siano /(9) e F(0) due funzioni continue e periodiche, di 
periodo 2?r, arbitrariamente assegnate nell’intervallo (0, 2k), le 
cui coordinate di Fourier siano rispettivamente ah e^; Ak e Bh. 
Posto î

n—1 . , .
s„(0) = y 4- ( 1 — («* cos fc9 4- bk sen fcO),

8„(8) = -h-0 4- V ( 1 ~ - ) (Ak cos L8 4- Bk sen L8),

si ha, in forza del teorema di Fejér, uniformemente in (0,2n)

(1) lini «,M—M), lim S„(9) = .
n—• oo ti —- oo

Si voglia ora costruire una funzione u armonica nella corona 
circolare T, limitata dalle circonferenze c e C, aventi il centro 
nell’origine delle coordinate e, rispettivamente, i raggi r eL 
(r< 22), prescrivendo alla funzione di assumere su c i valori /(0) 
e su C i valori F(6). A tale scopo, per ogni valore dell’indice n, 
considereremo la funzione, armonica in T,

0) == a0 4- a'o log p 4-
4- 2 j f1 — È) vos If6 .4- +• sen fcOj I,

L-1 ' \ / *-\ r > ' / J 1
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e determineremo le costanti 0Lg, $c'o, «k, a\, ß'* in guisa vi
riesca
(2) 6) = »..(6), u„(R, e) = S„(6).

Basta perciò porre, se si indica con q il rapporto r/R,

(3)

-do log »• — a0 log R ,  A — a»
~~ 2 log q ’ a 0 — 2 log q '

„ A - -a*
a*~ Æ* l — q** ’ *~ 1 —5-’* ’

_ 1 o, .
i3*- Ä* 1 —3’* ’ p*~ 1 — 3**

Si ha allora:

. üa ^plogr —«plogl?Ut.\Q * v) - — ,/ 2 log q
Aq — «o 
2 logs

log p 4-

I — hqk / ss V 
L 1 — s" VK/

'r\k 1 cos Zc0 -+- 2/ J
Akqk — ak

In tal modo si ottiene la successione

(4) ^(p, 0), u2(p, O),..., N„(p, 8),...,

di funzioni armoniche in T, la quale, per le (1) e (2), convert 
uniformemente sulla frontiera di T; su c verso /(8) e su 
verso Ne segue, in forza del teorema di Harnack, che 1 
successione (4) converge uniformemente in T, verso una funzioi 
armonica in T, la quale, su c e su C, assume rispettivamente 
valori /(8) e F (fi). Adunque :

La forinola (3) e la seguente

n(p, 8) — lim ^ip, 8)

risolvono il problema di Dirichlet per la corona circolare nelle coi 
dizioni più generali,

Se consideriamo la serie che si ottiene dal secondo membi 
della (3) cangiandovi in oo P estremo superiore della sommatol i 

ke privando ciascun termine di questa del fattore 1 — -, si vec 

che essa, nei punti interni a T, è assolutamente convergente, < 
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in ogni insieme chiuso interno a T, anch^ uniformemente con­
vergente, e poiché la somma al secondo membro della (3) non è 
che la media aritmetica dei primi w termini della considerata 
serie, possiamo dire che :

Comunque si definiscano nell’intervallo (0, 2rc) le due funzioni 
continue f(0) e F(6), periodiche e di periodo -2ir, la funzione vl armo­
nica nella corona circolare T, obbligata a prendere sulle due circon­
ferenze c e C limitanti la corona rispettivamente i valori f(fl) e F(9) 
è data, per ogni punto interno a T, dalla serie

(5)

2 log £ 
\ ( Ma — / py
Jjl. 1 — «■* \Ä/" 

\Bk — bhqK l 
[ 1 -qtk \R)

, -^o log r ao log -B A — «o,____<p’0) =---------------------------' 2ügâ 10gp +

Akqk — ah/(r\k] ,ß
1 — 2 \P/J

Bkqk — bk[r\k 1 (|se,,Zf6ì’

ove} r 6 IL sono, rispettivamente, i raggi di c e di C, q = r/E,

2 re 27r
ir ir

— - I /(a) cos àà, bk = - | /(a) sen àà, 
o o

27T Zir
= - J* J’fa) cos , Bk = ~ J jF(a) sen àà;

0 o

e pertanto, nei punti interni a T, la u è anche data dalla formala

Wp, 9j —

Ä—1

Ä=1

(6) o

— 2- flog jg—logo
. logs

cos Ä(a -r- ft)J
1 — q'k

cos &(a —r 0)1
l--g« jà-

2jï

I 1 7 L log S

Za quale però perde di significato sulla frontiera di T.
La (5) è la forinola classica che può valere a rappresentare 

la u anche sulla frontiera di T se, soltanto, si suppongono f(ß) 
e J\0) sviluppabili in serie di Fourier. La (6) costituisce, evi­
dentemente, una generalizzazione della forinola di Poisson che 
risolve il problema di Dirichlet per il cerchio e, d7 altronde, a 
questa si riduce se in essa si passa al limite per § —0 e
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Si potrebbe anche assumere la forinola (6) e, imitando il 
metodo che si segue nel classico studio dell’ integrale di Poisson, 
verificare che, nella sola ipotesi della continuità e periodicità 
di /(0) e di .F(0), essa rappresenta una funzione armonica in T 
che sulla frontiera assume i valori /(0) e P(0). Noi però possiamo 
dispensarci da tale laboriosa verifica.

Naturalmente, il nostro metodo, senza veruna modificazione, 
può anche applicarsi per la deduzione della sopradetta forinola 
di Poisson, e si ha allora una notevole semplificazione del metodo 
che, per tale scopo, segue il Lebesgue ai n? 30 e 31 delle sue 
Leçons sur les séries trigonometriques.

Credo che il mio metodo sia suscettibile d’ essere esteso per 
la trattazione, nelle condizioni più generali possibili, dei classici 
problemi che il Dini risolve nella bella Memoria: Sull'integra­
zione dell’ equazione = 0 [Annali di Matematica, tomo V della 
serie II (1871-1873), pp. 305-345], Memoria oggi così ingiusta­
mente dimenticata!

A proposito, a quando la raccolta delle insigni opere del 
Dint, nella quale gli studiosi troverebbero inestimabili tesori e 
l’Italia grandissimo onore î

Napoli, 21 aprile 1926.


