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Sul problema di Dirichlet per la corona circolare.

Nota di MAURO PiCONE

Non ostante che la formola di risoluzione del problema d
DIRICHLET per la corona circolare sia stata data da gran temp
e si trovi esposta in parecchi trattati d’Analisi, pure essa & stat:
sempre stabilita — che io mi sappia — nell’ ipotesi restrittiva ch
i valori assegnati alla incognita funzione armonica sulle due cir
conferenze limitanti la corona siano tali funzioni della comun:
anemalia dei punti di quelle circonferenze da ammettere, ciascuna
uno sviluppo in serie di FoURIER uniformemente convergente
Ora, laddove & certo necessario, per la natura stessa del problema
ammettere la continuitd e la periodicitd (col periodo 2r) dells
dette funzioni, non cosi & per ’ulteriore ipotesi della loro svilup-
pabilita in serie di FOURIER uniformemente convergente; poiché
come ben stabiliscono i metodi generali di PoINCARE, bastan
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le sole prime necessarie ipotesi per assicurare !’ esistenza della
richiesta funzione armonica.

Nel mio corso di Amnalisi superiore che ebbi 1’ onore di tenere
all’ Universita di Pisa nell’anno scolastico 1923-924, esposi una
semplicissima soluzione del problema in considerazione, nelle
indicate sole ipotesi necessarie, basata sul teorema di FEJER rela-
tivo all’approssimazione mediante polinomii trigonometrici di
una funzione continua e periodica. Oggi, visto che, anche nella
recentissima ultima edizione del volume secondo del suo T'raité
d’Analyse, il PICARD, pur avendo gid nell’ ultima edizione del
primo, svolto compiutamente il metodo di FEJER di sommazione
delle serie di FOURIER, riespone la soluzione del problema di
DIrICHLET per la corona circolare, mettendosi nelle sopradette
ipotesi restrittive, mi appare non del tutto fuori di luogo far
conoscere al pubblico matematico la mia soluzione gia esposta agli
‘studeanti di Pisa, e ¢id mi permetto di fare con la presente nota.

Naturalmente, la formola risolutiva del- problema a cui si
perviene col mio metodo coincide con quella classica, 1a quale,
dopo cio, viene ad assumere maggior portata.

Siano f(6) e F(0) due fanzioni continue e periodiche, di
periodo 21, arbifrariamente assegnate nell’ intervallo (0, 2r), le
cui coordinate di FOURIER siano rispettivamente a, e b,; 4, ¢ B,
Posto ”

n—1 ) -
8, (6):%3 + Z (l —’—‘) (ay, cos k9 + by, sen k),
k=1

' A,
8,(6)=7" + }_‘{ ( ) (Ay cos k + B,, sen k),

gi ha, in forza del teorema di FRIER, un\iformemente in (0, 2m)

(1) lim s,(0)=f£0)), lim 8,0)=FW).
nl ——es 00 N = 00

Si voglia ora costruire una funzione w armonica nella corona -
circolare T, limitata dalle circonferenze ¢ ¢ C, aventi il centro
nell’ origine dellé coordinate e, rispettivamente, i raggi » e R
(r < R), prescrivendo alla funzione di assumere su ¢ i valori f{f)
e su C i valori F(6). A tale scopo, per ogni valore dell’indice =,
considereremo la funzione, armoniea in 7,

)

W, (py ) =&ty + &, log p +
n—1
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e determineremo le costanti ag, &'y, %u, @'xy Bxy fr iR guisa cl
riesca

(2) Wy B)=s8.08), w.(R,0)=38.6).
'Basta percid porre, se si indica con ¢ il rapporto r/E,
__Ajlogr—a,log B , . Ay—a
NT T 2legg 1 0T T 2legy’
1 4,— ahq [ & Ahqh — O
R"_l—:_q?‘—’ “k.——’\l—q’h ’
S B_bkq Bl —_— Bq_bk’
Rk 1— qgk ’ B — 1— qn

Si ha allora :

A,logr —a,log R A,
2log ¢q - 2logq

n—l1
(A — —ay (1
(3) 2 (1 - —) [%(%) — Tq_—_—q—,r’ (o) }cos i ~+

B, — b (e\* Bugt— by (v
-+ [ml — (R) T \Z 7 \e ] sen kO ;.

In tal modo si ottiene la successione

u,(p, B) = *log p +

(4) y(py 0)y  Ug(py )y ey talpy B4 eeey

di funzioni armoniche in 7, la quale, per le (1) e (2}, converg
uniformemente sulla frontiera di T; su ¢ verso f(8) e su
verso F(0). Ne segue, in forza del teorema di HARNACK, che |
snceessione (4) converge uniformemente in 7, verso una fanzior
armoniea in 7, la qunale, sn ¢ ¢ su €, assame rispettivamente
valori f16) e F(#). Adunque:

La -formola (3) e la seguente

u(p, 6) = lim wu,lp, 6)
N —e 00
risolvono il problema di Dirvichlet per la corona circolare nelle cor
dizioni pin generali.

Se consideriamo la serie che si ottiene dal secondo memb:
della (3) cangiandovi in oo I’ estremo superiore della sommatori

e privando ciascun termine di questa del fattore 1 — ) S1 vec

che essa, nei punti interni a T, & assolutamente convergente,
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in ogni insieme chiuso interno a 7T, anche uniformemente eon-
vergente, e poiche la somma al secondo membro della (3) non &
che la media aritmetica dei primi # termini della considerata
serie, possiamo dire che:

Oomunque 8i definiscano nell’ mtem:allo (0, 2) le due funzioni
continue £(0) e F(0), periodiche ¢ di periodo 2w, la Sfunzione u armo-
nica nella corona circolare T, obbligata a prendere sulle due circon-
ferenze ¢ e C limitanti la coronu rispettivamente § valori £(8) e F(6)
@ data, per ogni punto interno a T, dalla serie

__A,logr—a, logR A, —
Unlpy ) = ‘ 2log q 2'10g q log P

Av—ouq" (o At —a i
® H G (-4 q’,’ffk’(5)]“°s"9‘+
B, —b \t  Bugt — b, (r\F]
[ to ()~ T () pes

ove, r ¢ R sono, rispettivamente, i raggi di ¢ ¢ di C, q=1r/R,

an pud
1 ] .
=n jﬂ“) coskxdo, b= %jf(oc) sen kxdex
0 ’ X h .
an
1 1L ’
Ap = Pt F(ex) cos kzdax, B, — ;:J Fla) sen kadx; -
0 v

e pertanto, nei punti interni a T, la u & anche data dalla formola

’u(p,ﬁ):
16T i | (
* log r —logp cosrca——b)
= o[ i ) () = (1 o -
zrcj lo 1
(6) g4 k=1 1 -

g e[ s B (- (1

la quale pero perde di significato sulla froutieva di T.

La (5) & la formola classica che puo valere a rappresentare
la % anche sulla frontiera di T se, soltanto, si:- suppongono f(f)
e F(6) sviluppabili in serie di FouriEr. La (6) costituisce, evi-
dentemente, una generalizzazione della formola di Po1s8oN che
risolve il problema di DIRICHLET per -il cerchio e, d’altronde, a
questa-si- riduce 8¢ in essa si passa al limite per ¢—0 e r—0,
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Si potrebbe anche assumere la formola (6) e, imitando il
meatodo che si segue nel classico studio dell’ integrale di PoissoN,
verificare che, nella sola ipotesi della continunitd e periodicitd
di f(6) e di F(6), essa rappresenta una funzione armonica in T
che sulla frontiera assume i valori f(0) e F(6). Noi perd possiamo
dispensarci da tale laboriosa verifica.

Naturalmente, il nostro metodo, senza veruna modificazione,
pud anche applicarsi per la deduzione della sopradetta formola
di Po1ssoN, e si ha allora una notevole semplificazione del metodo
che, per tale scopo, segue il LEBESGUE ai n.! 30 e 31 delle sue
Legons sur les séries trigonometrigues.

Credo che il mio metodo sia suscettibile d’essere esteso per
la trattazione, nelle condizioni pilt generali possibili, dei classiei
problemi che il DiINT risolve nella bella Memoria: Sull’ integra-
zione dell’ equazione A*nw— 0 [Annali di Matematica, tomo V della
serie II (1871-1873), pp. 305-345], Memoria oggi cosi inginsta-
mente dimenticata!

A proposito, a quando la raccolta delle insigni opere del
Din1, nella quale gli studiosi troverebbero inestimabili tesori e
I' Ttalia grandissimo onore ?

Napoli, 21 aprile 1926.



