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64 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sopra una equazione trascendente trattata da Eulero.
Nota di G. P6LYA a Zurigo

In una piccola memoria (!) poco nota ma molto interessante,
EULERO si occupa dell’ eqnazione
r 24 28

- oo+ f) + afor 4 1){oe 4 2)(x +- 3) T a4 1) e { + 5)

+ e =03

o € un parametro positivo; il primo membro &, nella odierna ter-
minologia, una fanzione trascendente intera di z che indicheremo
con Fyfz). Si ha

sen 2
F(2)=cosz, : Fylz) = Pt

2 6
Fyz) = — e (eosz — 1), F,(2) = — o (senz — 2).

EuLrro osserva che Fo(z) ha, per «a=—1 ed a=2, soitanto
radiei reali e semplici, per « =3 sole radici doppie e per o=—=4
non ha radiei reali. Egli ne intuisce, con mirabile divinazione,
che Fuiz) ha sole radici reali per 0 << a <3, mentre non ha radiot
reali per x> 3.

Bygli non cerca di dimostrare guesta asserzione, Bgli cal-

cola approssimativamente le minime radici positive di Fu(2) per
. 11

"=
camente) di F,iz).

(*) e le quattro radiei imaginarie (giacenti simmetri-

() Nova Acta Petropolitena, T. 9 (1791), pag. 19-40; N. 684 dell’ indice
di ENisTrOM; sard pubblicato nel T. XVI delle « Opera omnia ».
(?) Onde rintracciare qualche eventuale dipendenza con =.
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La risoluzione dell’ asserzione enunciata da BULERO si stacca
anche dal quadro usuale delle ricerche d’oggigiorno, ed & una
fortunata combinazione che la risoluzione stessa si possa con-
durre a termine senza ricorrere n complicati svilappi (%)

In cid che segue, voglio confermare 1'asserzione di EULERO
circa alla realta delle radici di Fofz).

1. Dalla serie infinita che definisce Fy(z), 8i possono verificare
genza difficoltad le seguenti formule: )

(1) (11— Fal?)) a(z+ 1) = 2*Foy9f2),

(2 , 2F's(2) + (x — 1) Fof2) = (2 — 1) Fa—1(2),
, 1
(3) Fol#) = (2 — l)j(l — tjie—2 cos #tdt (x>1y
0 1
%) 2Fofz) = (0 — 1){oe — 2)‘[(1 — t)—3 gen 2tdt (> 2

<@

2, Quando 2 & reaie, 230 e a>1, segue da (3)

| Fox) | < (oc—l)j.(l - t)“*ﬁdi =1,
g
cioe
. 1 — ;Fa(-’l?) > 0
¢ quindi, in forza di (1),
Fu,-'—ﬁ(w) > 0.

Poiché Fuyo(0) =1, cosl Fy,o(x) ha per ogni > 1 e per ogni
valore reale di «# un valore positivo, ¢id che era’ da dimostrare
per prima cosa (*).

(%) Senza conoscere la memoria di Eurkro, ho gqualche tempo fa
discusso la realtdh deHe radiei di Fi(s) per «=1. Cfr. Math. Zeitachrift,
T. 2, (1918), pag. 852-388, in particolare pag. 379. La presente dlscnssione
& diversa da quella, sebbene con essa in relazione ’

9 Fym(s), m intero positivo, & il termine eomplementare della serie -
di MACLAURIN per sen z, divisa per un monomio, 8 F2m — 1(2) ha la stessa
relazione con cos 2. Con cib, quanto si & dimostrato si riduce, pera intero,
a proprietd note degli sviluppi in serie di cos s e sens. Cfr. p. es. G.-P6LYA

¢ G. SZEGY, Aufgaben und Lchradtee aus der Analyna, (Berlin 1925), Aufgabo
I, 143 - ‘

=
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3. Rimane da considerare il caso alguanto pit difficile 0 < o < 3.
Mi giovo all’ uopo della seguente proposizione, ch’io ritengo nuova.

Lemma I. La funziowe f(t) sia definita per — 1 <<t <1, non
mai negativa né deorescente, ed il swo integrale sia, nell’ intervallo
— 1<t <1, finito ¢ diverso da zero; precisamente

+1
fH=0, (fit) — fEHE — 1) =0, j fityat >.0.
—1

La Junzione ¢(t) sia reale e a_deri'vata continua per —1<<t<C1.
Infine, gli zeri del polinomio P(z) siano nel semipiano sinistro chiuso
(cioé nel campo ove & R(z) << 0). Sotto quesie condizioni, gli zeri del

polinomio
S .
() P =jf ®) Zi('l_t [0"_*”(”P(z + t)] a
: oY

sono parimente nel semipiano 8inistro “chiuso,

Data una funzione f(¢) soddisfacente alle condizioni enunciate
e dato un numero positivo ¢, vi &, come ® facile riconoscere, una
funzione positiva costantemente creseente e a derivata continua
J*(¢), cosi fatta che i coefficienti di P*2) si mutino per meno
di ¢ quando, nell’integrale (5), f(t) viene sostituito con f*(t). Con
¢io, basta dare la dimostrazione nell’ ipotesi pil restrittiva, che f(f)
sia definita per —1<<¢<<1 e con derivata continua, ed inoltre
tale che sia
6 A=-1=0, f(t>0.

Sia

P(e)= A(z — a)(2 — 8,)(2 — g) e (2 — G-

Si ponga, con @, y, «, 3 reali:

' =@+ iy, 6= —a-+ 13,
(7 . x>0, . =0,
®) —1=<t<1l

Si ha allora
—“r—l—a<t+t+a<s+1l+a,
onde ~ s .
@+t+of+ =B <@+1+a+y—p%

cioe

 lz+t—a]<]z+1—al.
_Mrattando nel medesimo modo i rimanenti n — 1 fattori lineari
dk:P(2), si ottiene, sotto le ipotesi (7). e (8).

9. 1P +1t)| <|Plz+1)
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Ma si ha da (5), mediante integrazione per parti:
. i
Pr2) = f()e¥D Dz + 1) — [( D= Pr— 1) - “/"(1),.."410[»(: 0,

1
onde, presupposte lo (7), da (6) ¢ (9):

%) = f() | Pz + 1) | — fi—1)| Pz —1) ‘;mm Cofar

> [ PE+1) [ —f(=1)| P+ D] —ji/"(t)llx:-»-lwu 0.

In conclusione & | P*(x -+ iy) | - 0 e & & > 0, e dod.

4. Mi occorrono ancora aleune proposizioni ausiliari, lo quali
pero sono ben note- (%),

Lemma 1L 8e¢ © ocoeflicienti del polinomio P (/:) sano reali e le
aue radici hanno la parto reale negativa, le vadiei del polinomio

_ Piz) — P(—iz)
sono reali,

Lemma IIL. Se il polinomio P(7) ‘tha wole mdwl reali e 3 ¢
povitivo, anche il polinomio

2I"(z) + BP2)
ha sole radioi reali.

Lemma IV, 8e i polinomi I’ (4}, Py(z), P,(2),.... Kanno sole radioi
reali ¢ convergono in tutte il piano ad wna funzione (¥(z), e precisa-
mente vi convergono uniformemente in ogni dominio ohiuso, allora G(z).
¢ una funzione intera senza radioi immagimirie.

5. Sia 2 ~ « << 3¢ Si pongs, nel Lewma I:

P [)) per — <0
Py =" -, ) =0, 1= | b (1 — b= per 0=t <1,

Ne segue che tutti gii zeri del polinomio

i
, f(l. — 158z + t)dt
0

ginciono nel semipiano sinistro chiuso. Ivi pure giaciono gli zeri
del polinomio . :
z‘ "
— -8 g
Ju tye (1-.-‘ n) d,
U]

(*) Cfr. p. es, Porya e SzE6d, loe. cit. (H, Aufgaben, 11T 25, V 66, 111 208,
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poiché la rappresentazione z':-_-'—z- porta ‘questo semipiano in sé

sbesso, Ne segue, dai Lemma I[, 's‘:he il polinomio

(_i:uj‘(l tpds [(1 + “‘)" '(1 ~ ﬁ)] it = Q.(2

ha sole radlcl xeall. Lo stesso, per il Lemma III, vale per i
polinomi

i d%":z) + Que) = ere),
2 aQ.%2)

«—2 de Qn ()= Qn"( )3
si osservi che & « —2>0. Se n ,tende ad oo, i polinomi Q..(2),
Q.*2), Q.**(2) tendono rispettivamente ad Fu(2), Fa1(2), Fao(2);
si tengano presenti (4) e (2)..Con cid abbiamo, in base al Lemma IV,
che Fo(z),: Fo1(2), Fa—sz(z) non hanno zeri immaginari quando &
V<o << 3 e. d. d.

6. Se nelle precedenti considerazioni viene soltanto P(z) spé-
cializzato nel modo detto, mentre f(t) e ¢(t) rimangono generali
¢ sottoposte soltanto alle condlzmm del Lemma, I, si ha il teoxema
che 1o funzxone mtem

. 3
o j ) % [cos (zt -+ o(t))]de
—1 .

ha sole radici reali (f). II' Leinma I medesimo si- pud ottenere, con
passaggio al limite, dal seguente teorema purametite algebrico!

Se le radici del polinomio P(z) giaciono mel semipiano simistre
chiuso (dove é‘{(z)<0), lo stesso wale per il polmomw

a, Pz — n) + s + avP(z — N+ 2v) + o, + @, P(z + n),
quando 8i supponga che gli zeri del polinomio

B b e G2 e - 4,27

To spero, in altra occasione, d1 potere trattare pit ampia-
mente di questa dxpendenza. ’

o (8 Cfr. loc. cit. 3



