BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

LUIGI ONOFRI

Sulla teoria delle sostituzioni che
operano su infiniti elementi

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 1,

Vol. 5 (1926), n.1, p. 6-11.
Unione Matematica Italiana

<http:

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consenti-
to liberamente per motivi di ricerca e studio. Non é consentito
I'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie
di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1926_1_5_1_6_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1926_1_5_1_6_0
http://www.bdim.eu/

6. BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sulla teoria delle sostituzioni che operano su infiniti elementi.

Nota di Luicr ONOFR1

Iy

1. La teoria delle sostituzioni su infiniti elementi & stata
trattata una prima volta dieei anni or sono dal prof. GiuLio
ANDREOLL che, in una Memoria pubblicata dal Circolo Matema~
tico di Palermo (anno 1915), traccid nuno schema di una teoria
generale e ne fece conoscere molti interessanti risultati.

L’opera cosi felicemente iniziata mon ha trovato perd, a
quanto a me consty, aleun continuatore: cid forse per la natura
della teoria, per sé stessa astrusa e non suscettibile, almeno in
un primo tempo, di facili e suggestive applicazioni, e forse anche
per la impostazione troppo generale ed estensiva data ad essa
dall’ ANDREOLI, per la novita dei vocaboli, per il frasario non
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prima usato, e per il rapido trapasso a conclusioni inaspettate,
le quali avrebbero richiesto un pit vasto svolgimento.

Tale svolgimento forma appunto oggetto “dellx Memoria di
cui ora dd notizia. Anzitutto debbo avvertire che trovai oppor-
tuno di modificare alquanto le ipotesi presupposte dal’ ANDREOL1
¢ di imporre alcune limitazioni atte a rendere piu stretto il
legame di questa teoria con quella che considera solo sostituzioni
sopra un numero finito di elementi. In primo luogo ho supposto
che gli insiemi I di elementi su cui operano singolarmente le
sostituzioni da me studiate siano numerabili, escludendo dalla
teoria generale le sostituzioni che scambiano fra loro ad un
tempo tutti gli elementi di insiemi non numerabili. In secondo
lnogo mi & sembrato conveniente il dare una definizione di sosti-
tuzione che permettesse di affermare in ogni easo D’esistenza
della inversa s~' di una qualsiasi operazione s. ’

Queste limitazioni, snggeritemi anche dal prof. ETTORE Bok-
TOLOMTI, mi hanno dimostrato piu tardi, nel corso dello studio,
tutta la loro efficacia ed utilitda permettendomi di affermare e di
estendere le proposizioni esposte dall’ ANprEOL1, di portare a
fondo lo studio di certe questioni che nel easo generale avreb-
bero potuto appena essere sfiorate, ed -infine di stabilire ri sult.ltl
nuovi, che credo notevoli, dei quali dard breve cenno.

v

2, I’insieme delle sostituzioni che operano sngli elementi- di
un aggregato numerabile ha la potenza del continuo. Il prodotto
di una infinitd numei*ahile di tali sostituzioni, date in ordine
“determinato, vien detto prodotto infinito, e si definisce conside-
rando il procedimento mediante il quale dalla suecessione:

(@) 81y Byy  Sgyemeny Buyen
si passa alla successione:
(h) 8, 8 -sz, 8,485 8540mny .srl-.si,-s3 T

Aﬁinche .questo procedimento conduea ad un risultato con-
creto (cioe affinche il prodotto infinito sia convergente) occorre che
la suecessione (b) tenda verso una sostituzione limite ben deter-
“minata. Si presenta dunque sin da principio la necessitd di uno
studio sistematico del coneetto di limite di wna data successione
di sostituzioni; cio fecn appunto dando anzitutto la definizione di
limite, cercando le condizioni per la sua esistenza, e deducen-
done quelle proposizioni che dovevanp, servire di necessarie basi
ad ogni ulteriore: svolgnnento.
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3. Ho potuto cosi fucilmente e nel modo pid rigoroso esten-
dere aleuni concetti e teoremi noti per i gruppi finiti. In partj-
colare ho dimostrato il teorema:

Qualungue sostituzione pud consademrm come z[ prodotto  finito
od infinito di sostituzioni cicliche su clementi diversi, d ho preci-
sata la estensione del concetto di periodo di una sestituzione. B
noto che -una operazione f dicesi a periodo finito quando esiste
una sua- potenza Y™ eguale alla operazione identica. _

Fra le sostituzioni su infiniti elementi ve ne sono alcune.
aventi periodo finito (ad esempio la sostituzione 6 =—=1(1,"2).(3, 4)....
wietity % -+ 1i...., ha periodo 2) ed altre invece per le quali non
egiste alcuna potenza 7™ uguale all’unita. ‘

Volendo dare una definizione di periodo per le sostituzioni
di questa seconda categoria si & naturalmente condotti a studiare
il comportamento dei prodotti infiniti formati con le potenze di 0:

(2] 68 B

CON 7}, Pypue, T4 INteri. Se esiste almeno uno di questi prodotti
infiniti avente per valore I’identita, I’ operazione 8 viene chiamata
a periodo infinito, ed in virtu della equazione 674" 6™ .. =1
si puo esprimere quaisiasi potenza positiva ¢ negativa di 4§ me-
diunte un prodotte finito od infinito di potenze positive, Nel caso’
contrario & fucile dimostrare che tutti i prodotti del tipo di (=)
sono non convergenti ¢ le operazioni 6, -1 vanno considerate come
tra loro indipendenti. Una tale operazione 9 si dira senza periodo.
Ad esempio lu sostituzione:

== (1, 203, 4, 5)- (6, 7, 8, Nlw)uens
& a perdodo infinito percheé il prodotto:

caoe hEYTH

’-8,‘-&,“' -81’5*“'”‘”!

ha per valore 1.
Invece la sostituzione:

5, = (f.... —ny, — 0+ Loy — 1, 00 Ly 0, 0+ 1,000)

e senza periodo.

4. Ho considerato complessi ed insiemi di sostituzioni soddi-
stacenti alla condizione posta -a definizione dei gruppi finiti e
ciod contenenti il prodotto di due loro operazioni qualsiasi, ed
ho distinto tali complessi in gruppi, psendogruppi composti, pseuwdo-
_qr'y)n’ semplict.
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Ho riservato il nome di gruppi ai complessi ehe contengono
Pinversa di ogni loro operazione, ho detto pseudogruppi composti
quei complesai ehe contengono linversa di alecune ma non di
tutte le loro operazioni,. e pseudogruppi semplici quelli che non
coutengono 'inversa di nessuna lero operazione.

Al gruppi ed agli pseadogruppi si possono estendere le ordi-
- narie definizioni di sottegruppo, di sottopseudogruppo, di. ordine
(potenza al senso di CANTOR del complesso), e su di essi si puo
egeguire nnw importante opérazione propria dei cowmplessi infi-
niti : I operazione di chiusura. Un gruppo o pseudogrnppo O con-
tiene per definizione tutti i prodotti finiti formati con le sue
operazioni, ma non & detto che contenga anche tutii i lore pro-
dotti infiniti (cio& non & detto che sia chiuse); "operazione di
chiusura congiste nell’aggiungere a C un insieme K in modo
che C+ K sia chiuso e sia il minimo fra i comp!ess- chiusi eon-
tenenti O,

Di questa operazione, di cui trovasi gid un accenuo nel-
I’ ANDREOLL, ho dimostrate in ogni caso la possibilita, I uni-
cita del riseltato, e ho dato un procedimento oeuem]e per
effettuarla.

8. Un altro concatto relativo ai gruppi finiti e she ho esteso
ai grappi e pseudogruppi € quelio di indice di un complesse €
in un c¢omplesse G che lo contiene, ’

Come & ben noto, chiamasi indice di un gruppo finito ¢ in
un gruppo G il numero degli insiemi del tipo gC o Og senza
operazioni comuni nei gnali si. pud decomporre @; volendo tra-
sportare qunesta definizione ai complessi di infinite operazioni, ei
si imbatte in una grave difficoltd rappresentata dalla impessibi-
litd in certi casi di deeomporre @ rispetto a 0. Quando e¢ido av-
viene ho chiamato C senza indice in @, quando invece la decom-
“posizione & possibile (e per essa ho dato coundizioni necessarie e
sufficienti) ho chiamato indice a destra 1a potenza dell’insieme dei
complessi Cg di una decomposizione a destra, e indice a sinistra
Panaloga potenza di una decomposizione u sinistra. .

B da notare che'i due mdlcn a destra e a sinistra possone
essere distinti. . S

6. Lo studio delin trasformazione dei complessi (alln quale si
collegano 1a determinazione dei complessi invarianti massimi e
quindi la costruziene delle serie & -eomposizione) & stato da me
trattato per complessi gnalsiasi anche non gruppi o psendograppi
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© quindi con una generalitd maggiore di quella, ordinariamente
usata.

Insieme al noto concetto di inwarianza (considerato anche
dall’ ANDREOL1) ho introdetto quelli nuovi di ridueibilita e di
ampliabilita, intendendo per riducibile (ampliabile) un complesso C
che pud essere trasformato da una operazione ¢ in una sua parte
propria O’ (in un complesso C” che lo contiene), A

7. Come gia ho detto questo studio & legato alla determina-
zione delle serie di composizione. Per esse ho assunto definizione
analoga a quella che si da per i gruppi finiti non sembrandomi
né necessario né opportuno I’adottare quella proposta dall’ AN-
DREOLI. B da osservare peraltro che, a differenza di quanto av-
viene per i gruppi finiti, non & sempre possibile, née con l’ordi-
naria definizione, né con quella proposta dall’ ANDREOLT, costruire
una serie di ecomposizione per un complesso di infinite sostitu-
zioni. Tale impossibilitd dipende da varie cause, fra le quali
quella che non tutti i gruppi o psendogruppi ammettono com-
plessi invarianti massimi.

Parecchi teoremi relativi alle serie ordinarie e principali e
relativi ai gruppi risolubili operanti su un namero finito di ele-
menti si possono estendere facilmente ai complessi infiniti, fra
essi ‘vogliamo ricordare quello” di JORDAN-HOLDER. che assicura
Vinvarianza dei foattori di composizione e U’ isomorfismo dei gruppi
Jattorialt in due diverse serie di composizione.

Questo teorema vero, anche nel caso da e studiato, per
quei complessi che hanno serie formate da un numero finito di
termini, puo cadere in difetto per i complessi che possiedono
serie infinite di eomposizione. '

Ad esempio il gruppo totale G ha una unica serie di compo-
sizione cost fatta:

4, 4, G, 1

dove G, & il gruppo di tutte le sostituzioni di G che operano su
un numero finito di elementi, e @, & il sottogruppo di G, formato
con le sostituzioni di classe pari. '

8. 1t concetto di isomorfismo, che & uno dei piit notevoli nella
teoria dei gruppi finiti, si pud immediatamente estendere alle
operazioni da me considerate senza bisogno di introdurre restri-
zioni essenziali; pero la teoria che ne deriva e naturalmente pit
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ampia e complicata, ¢ speeie nell’isomorfismo meriedrico pfesenta
casi particolari assai interessanti. BEsistono, ad esempio, degli
. isomorfismi fra due pseundogruppi & e C tali che il numero delle
operazioni di C che corrispondono =d ogni operazione g di @
varia al variare di ¢ in G. ' '

9. Nell’ultima parte di questo studio sono trattate 1a transi-
tivita e Vintransitivita dei grappi e degli pseudogruppi. )
Per i complessi infiniti possono aver luogo, oltre alla ordi-
naria transitivita, le seguenti specie d’intransitivita :
semitransitivitd superiore quando esiste un elemento a al posto
del quale pud portarsi un elemento arbitrario @, ma a non pud
essere portato al posto di an elemento arbitrario;
semitransitivitd inferiore quando & semitransitivo superior-
mente il complesso C—' formato con le inverse delle sostituzioni
del complesso dato C; .
intransitivita di 1 specie-quando si possono dividere gli ele-
menti in sistemi di transitivita ;
intransitivita di 2¢ specie quando nessuna delle snddette con-
dizioni & verificata. '

Sulla transitivitda ed intransitivita di 1* gpecie ho potuto
stabilire i principali teoremi noti per i gruppi finiti, ed ho anche
dimostrato che il gruppo totale é I’ unico gruppo avente transitivitd
di grado infinito. Questo teorema si presenta come 1’estensione
del teoremu sui gruppi finiti: Un gruppo di sostituzioni su n let-
tere che non coincide con I’ alterno o col totale non pud avere transi-

tivita di grado > di e(%) [duve e(%) & il massimo intero contenuto
s 3|
La semitransitivita e intransitivitd di 2* specie si presen=
tano soltanto negli psendogruppi, e relativamente ad esse ho
stabilito varie proposizioni che tendono specialmente a porre in
luce il modo del tutto speciale con cni le sostituzioni op'emno\
sui loro elementi. '

10. Infine voglio notare come mi sia stato possibile estepdere
(il concetto di imprimitivita non solo ai complessi transitivi (come
avviene per i gruppi finiti) ma anche agli pseudogruppi seml-'
bxansntlw ed intransitivi di 23 specie,

I teoremi noti in proposite per i gruppi tlnm conservano.
nel caso attuale 1a loro piena validita.

.



