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SUNTI DI LAVORI ESTERI

I due primi fascicoli del T. 46 dell’ « Acta Matematica », testé com-
parsi, contengono due importanti- lavori. Il primo & una Memoria di
99 pagine, di RoLF NEVANLINNA, ¢ dedicata alla teoria delle funzioni
meromorfe; di questo lavoro verry data un’analisi in un prossimo fasci-
colo del « Bollettino »; dell’ altro, che & una secondn Memoria. di Harann
Bong, di ben 114 pagine, sulle funzioni quasi periodiche, siamo’ lieti di
potere pubblicare fin d’ora un suunto che 1’ A, stesso ci ha genhlmente
tavorito, come aveva git fatto per la prima sua Memorin sullo stesso
argomento, ' -

H. BouR (Copenaghen): L’approssimazione. delle funzioni quasi
periodiche.

In un precedente articolo di guesto « Bollettino » (*) ho gia
riferito sul mio lavoro: Sulla teoria delle funzioni quasi perio-
diche, I, pubblicato nel T. 45 dell’ « Acta Matematica ». Accet-
tando un-amichevole invito del Presidente del’ U. M. L., ho
I’onore di riferire, nelle seguenti pagine, anche sni'risultati prin-
cipali-del successivo lavoro: Sulle teoria delle funzioni quasi pe-
riodiche, 11 (« Acta Math. », T. 46) il quale porta il sotto titolo:
Relazione delie funzioni quasi periodiche colle funzionid di infinite
variabili ; uniforme approssimazione mediante somme trigonometriche,

Comincio col ricordare la definizione, 'dalla memorin I:

« Una funzione f(x) continua per — oo << & <C oc 8i dird quasi
« periodica, quando ad ogni ¢ >0 corrisponde una lunghezzn
« t=1I(z) tale che ogni intervallo &, <x < w, di lunghezza &, — o, =1
« ¢ontiene almeno un numero di trasporto (*) corrispondente
« ad g cio® un numero t per il quale vale, per ogni #, la disu-
« guaglianza’

| flw 4+ t) — flo) | <e».

() T. 111, p. 220 (1924).
) V. loe. cit., nota (*) a pag. 221.
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Risultato principale della memoria T era il teorema:
« Ad ogni funzione quasi periodiea /(®) corrisponde una serie
« di FOURIER univocamente determinata
A
T4,
«che dal canto suo determina univocamente la funzione fir. «
«converge ad essa in media, il che equivale al sussistere del-
« 1’ equazione di PARSEVAL :

1 T
lim 5 fq‘/'uw) tdy—=23]4, *»
Pmerc =4,
—T

L’ introduzione di una base per la successione degli espo-
nenti A\, della funzione quasi periodiea fix) costituisce il punto
di partenza della Memoria II. Intendo con eio nn aggregato nu-
merabile (o finito) di numeri linearmente indipendenti

e “ 15 i

Py Py Paaee!
tali che ognuno degli esponenti \, sia esprimibile in un modo.
naturalmente unico, come funzione lineare a coefficienti razional:
di un numero tinito dei numeri 3,

—_— g < . o Q —
(1) A= d = Needy 1, 3 m=1, 2...

Come si puo vedere immediatamente, ad ogni successione A\,
corrisponde unw tale base, anzi ne corrispondono infinite, Qui si
possono dare due casi:

1. Vi & una base intera 1315 3yt per la detta successione, cioé
una tale base che tatti i coefficienti » della rappresentazione i1:
siano numeri interi, Ad esempio, la snceessione .\, =—n ammette la
buse (ad un solo termine :3,:=:11), e la successione \,=logn
ammette la base (ad infiniti termini) ;log 2, log 3, log J,....

2, Non vi ¢ alecuna base intera per la successione degli espo-

nenti, come ¢ p.es. il caso per A\,,:%: qui, qualungue sia il nu-
mero razionale », Paggregato (ad un solo termine) ;»: & una base,
ma non ¢ possibile di scegliere # in modo ehe ogni numero :—t sia
un multiple intero di »,

Per orientarei, consideriamo dapprima il caso di una base

ad wn soly termine. Sitrovano allora icol sussidio del teorema di
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=3

wnicita della memoria 1) i teoremi seguenti, assai ovvi al punto
di vista formale :

1.« Se la successione .\, ammette una base intera ad un ter-
« mine 3}, in guisa che ogni esponente A, ¢ un multiplo intero
«di 3, la funzione flo) ¢ una funzione pwplmmeutc periodica

2n
«di &, col perlodo 7 ».

2, « Se la successione .\, ammette una dbase 3! ad un termine
(uon pitt perd supposto intera) cio¢ se ogni esponente A, & un
« multiplo- razionale di 3, allora la fix), ¢l’io ho chiamata perio-
« dica-limite, & una funzione che per ogni @ pud essere unifor-
« memente approssimata con funzioni propriamente periodiche
«iche perd non tutte hanno il medesimo periodo) ».

Passiamo poi al easo pit generale, di una successione arbi-
traria di esponenti A,. Anche in questo caso vedremo che tutto
si riconduce a funzioni propriamente periodiche o periodiche-
limiti ; soltanto dobbiamo trasportarci dalla data funzione quasi
periodica f(x) di una sola variabile ad una funzione F(xz, x,,...)
di infinite variabili, dove le singole variabili x,, sono coordinate
agli elementi 3, della base corrispondente. Introduciamo dap-

A

. . . oqa A x . .
prima nella serie di FoUriEr XA4,e * la espressione (1) degli
esponenti A, per mezzo degli elementi 3, della base, cioé -

SA,,eiA“x _ EA"ei(r“.lB‘z—{— rwzﬁg.’v “+ .. 1'”.,1”@,":10)'
Qui, — guidati da un eclebre teorema di KrRoNECKER sulla ap-
prossimazione diofantea, secondo il quale le grandezze 3, B,a,..
si eomportano « quasi » fossero grandezze fra loro indipendenti, —
sostituiamo i prodetti 3@, S,x,.. mediante le variabili libere
&yy Ly ..., €d otteniamo con cio, dapprima in modo puramente
tormale, la serie ad infinite variabili x,, X,,... '

n qn Iy b

(2) ZAH@“ ney’ ‘+q"' Ty e 1
Questa serie ¢ in generale divergente; essa pud pero « som-
marsi » in modo relativamente semplice. Indichiamone la « somma »
con

By, 24 00);

‘

la funzione Fix), @,,..) cosi subordinata alla funzione data fle) si
dimostra essere una funzione totalmente continwa in tutto lo spazio
ad infinite dnnensnom — oo <L &, < cC t?'l =1, 2,..\
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8i. ‘dimostra ora eofl tutta generahtﬁ

1. « Se 1a base {8,y Byyel ®. -intera, 5e ciod i coefficienti » negli
« esponenti dela ser;e,(2) -sono numeri interi; allora F(z,, 2,,..) &
« una funzione propriamente periodica delle infinite variabili a;, @, -

2. « Nel caso pil generale, quando si trabta-di una base {3, 5yt
< mbztmma {(cio& non intera), o quindi i coefficienti » sono nu-
«meri tutti razionali (ma non interi), la funzione B, 4,..:) st
« puo approssimare uniformemente mediunte funzioni propria-~
« mente periodiche di infinite variabili, cio® F(w,, #,,.) & -una
« funzione periodica-limite di infinite variabili ».

Con ¢io non & difficile di giungere al teorema fondamentale
della Memoria II, il qu&le ¢i enuncia’

Affinché una funzione fix) sia quasi periodica, é non solo suﬁ‘i—
ciente (come & gid noto dalla memoria I), ma anche necessario,
che essa possa approssimarsi uniformemente in tutto 1’ intervallo
— 00 < X << oo mediante somme trigonometriche limitate della forme

s .
. 1An,
S{z) = 2(!;1 ¢
1 1

"Ed infatti, si mostra dapprima che ogni funzione propria-
mente periodica, e quindi anche ogni funzione Flx,, x,,..) perio~
dica-limite, :pud approssimarsi uniformemente in tutto'le spazio
ad infinite dimensioni mediante somme ‘trigonometriche lnmtate
della forma '

, UA, ) 4 e 2 @)
Sl-’l?,,.u, -’L'm\) = Ean“ nme wd R m)“

ciod che per ogni ¢ > 0 arbitrariamente dato si pud trovare una
- tale somma Sz, .2, che la dmwuaghmm '

(3) ' | F(w, y - Lgyeie) — S(#, yeue Z) [ <<e

" sia soddisfatta in titto lo spazio ad infinite dimensioni.
~ Si ritorna poi dalla funzione F(z,, @y,e.) alla funziome quusn
periodica f(x), mbroducendo di nuovo x, = j#, w,_,@,w,.. 3 con
cio F(x,, ®y,..) 8i riduce ad f(x), e 8(x,,... 2,,) ad una somma tri-
gonometrica S(x) della sola variabile x, e deduciamo da (2 *a
disuguaglianza richiesta

| J() — Sla) | <, (+ o0 <@ <oc)

Il nostro teorema & nmmfe%t.nnente la generalizzazione na-
turale del celebre teorema di WEIERSTRASS sulla uniforme ap=
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prossimazione delle funzioni fix) propriamente periodiche me-

. . . . s inkx .
diante somme trigonometriche della forma speciale Za,e . Nel

caso di una base inlera ad un numero finito di termini, esso teorema
ricade su un teorema di BoHL. A dimostrare pero che lu classe
di funzioni considerata da BoHr coincide con quella sotto classe
delle nostre funzioni quasi periodiche la eni suecessione degli
espohenti ammette una base infera finita, ¢ in ogni modo neces-
saria la deduzione dei teorema fondamentale della Memoria 1.

(Dall” Autore)

X T

La redazione del « Bollettino » ha ricevuto I’ elénco, pubbli-
cato in lingua inglese (Chartres, imprimerie Duarand, 1925) ed
annotato, dei lavori matematici del prof. NicorA KRYLOFF, del-
I’ Universita di Kiew e presidente della Accademia delle Scienze
dell’ Ueraina. T una lista di 61 pubblieazioni, riferentesi ad im-
portanti argomenti, qunali lo sviluppo di una funzione « arbi-
trariag » in serie procedenti secondo un dato sistema di funzioni
fondamentali: gli sviluppi in serie trigonometrica ed i prohlemi
di ehinsura; i problemi di minimo e varie generalizZazioni del
metodo di Rirz; Iinterpolazione ¢ le quadrature meceaniche, ece.
¢ ehe da una larga prova dell’ operosita efficace dell” A.



