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Sulla ¢orrispondenza puntuale fra due superficie a punti planari.

Nota di Exrico BoMpianNt

1. Il prof. W. BLASCHKE ha definito (2} nel modo seguente i
sistemi eielici’ di curve sopra un:a superficie: in ogni punto O della
superficie si conduca un cerchio I' normale alla superficie; il si-
stema ciclico’ associato alla congruenza i cerehi & quel 8i-
stema oo? di curve tali ehe i cerchi ad esse osculatori in O in-
contrino ancora (fuori di 0) il cerchio I'. Quesfa nozione & inva-
riante rispetto al gruppo conforme dello Sp¥l7i0 ed @ analoga a
quella di sistema assiale i curve rispetto al grappo proiettivo. -
Per i sistemi ecicliei s die’ supexﬁme in flpplesentanone pun-
tuale valgono teoremi .m.|1001n a- quelh da me “dati per i si-
stemi assiali (3).

) In due Note in corso di stampa: Sistemi ciclici di eurve sopra wna
superficie (Rend. R. Ace. dei Lincei); Uber Kon/orme (‘eometne, 1V: Ab-
bildung zweier Flichen aufeinander (Abhandlingen . des Math, Seminiirs,
Hamburg, 4, 1925).

(®) Corrispondenza puniuale fra due superficie ecc. (Rend. Lincei, 1923).
Proprieta generali della rappresentazione ece. (Annali di Matematica, S. 4,
t. 1, 1923-24). Sistemi condugati e sistemi avsmll ece. (Boll. Unione Matem,
3, 1924
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Gid nella Memoria degli Annali avevo notato che per sta-
bilire in modo esauriente le proprieta del 2° ordine delle corri-
spondenze puntuali fra due superficie occorre uscirve dallo spazio
ordinario poiché I'intorno superticiale del 2° ordine appartiene
in generale ad 8, e solo in particolare ad 8, o ad N;.

Dedico questa Nota ad enunciare alenni risultati relativi alla
corrispondenza fra due superficie a punti planari non parabolici
(secondo la locuzione di E. K. LEVI, cioé dotata ciascuna di un
doppio sistemn coniugato di enrve: tali superficie potranno sempre
esser supposte in uno &, iinteressandoci- le sole proprieta ditte~
renziali del 2° ordine). Da questi teoremi si ricavano come cusi
particolari quelli sui sistemi assiali e sui sistemi eiclici del
Brascusge: ed anche con opportune interpretazioni iperspaziali
teoremi sulle congruenze di sfere o di cerchi, sulle congraenze
rettilinee W, ece. Le dimostrazioni compariranno in un altro lavoro,

2, In ogni punto O di nna superficie 5 di Ny; cost sempre
nel seguito) sia dato un piano w non incidente (fuori di O il
pinnoe tangente = a 5 in 0. La congrnenza di piani ;w! definisce
stt 7 un sistema oc® di curve con la proprietd seguente: i piuni
osculatori in O «lle curve del sistema incontrano (in retle) il piano w.
Un tale sistema (¢he Aird planare) & rappresentato su s da nn’equa-
zione ditterenzinle del 2° ordine; la congruenza [w! si dira la
congruenza dei piani d’ appoggio.

1. T piani osculatori alle curre di un sistema planare in O for-
mano wn cono euhico di eni w & piano divetiore doppio e © semplice.

L Data wna corvispondenza puntuale (') fra due superficie 5 ¢
ad ogni sistema planare di s corrisponde un ben determinato sistema
planare su s, »

Questy teorema stabilisce una differenza essenziale fra le
eorrispondenze relative a superficie di & 10 a punti planari non

“barabolici) e guelle relative a superficie di 8.

In ogni punto 0 di 5 (e altrettanto si fara poi per s) si dia
i retta o, per O ma non in = Fra i sistemi planari si possono
considerare quelli i eui piani o passano per le rette r. Un tal
Ststema st divd subordinato alla congruenza rettilinea ;7.

ML Datw wna corrispondenza fra 5 e 5 ed una congruenza ret-
tilinea per cinseuna di esse (nel modo ora specificato) esiste in geie-
’mle' Mo ed un solo sistema planare di 5 subordinato ad ;v cui
corvisponda un sistema planare di 5 subordinato ad ;v:.

Y Geners . . soo e
‘ i sneralinente binvivoen ¢ soddisfacente alle dovate condizioni i
rezolinitih nelle regioni el s considerano,
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Le due congruenze ;1 ed ,7 ; sono qui affatto generiche; ma
¢i si puo chiedere se scelta ad arbitrio » per O si pud determi-
nare # per O in modo che il teorema cada in difetto, cioé ac-
cada che esista piit di un piano w passante per » eui corrisponda
i piano w per r. A questa domanda risponde il teorema:

1V. Data r: ad ogni sua relta r si possono far corrispondere
due fasci di vette v tali che scelta wna coppic v, v esistono o' piani
d appoggio » per r a ciascuno dt)l quali corrisponde un piano 4’ ap-
Poggio o per r.

Facciamo variare anche 1r!: si potranno scegliere (1 ed |
in modo che ad ogni sistema planare sulmrdinato da ;7 su o
corrisponda un sistema planare subordinato da r su 3¢ '
k V. Data una corrispondenza jm due superficie s e 5, se non si
corrvispondono ¢ love sistemi coniugati, esiste in ogni punto Odio
una stella di rette rico?) e cosi per ogni punto O di 5 una stelle di
vette T tra lovo viferite omograficamente tali che ad ogni sistema
planare ¢l cui piano @’ appoggio w contenga v corvisponde wun sistema
planare il cui piano v contiene r.

VI. Se invece su o e 3 si corrispondono i gistemi coniugati ad
ogui retta v per O corvisponde una ben determinate vetta r per O
tale che per la coppia r, v accade il fatto sopra indicato, e le due
iperstelle (oc?) di rette sono pure viferite omograficamente.

La corvispondenza [ra i piani d’appoggio in O ¢ in O ¢ in
‘qresto caso subordinate ddlla stessa omografia precedente. -

3. Teoremi piit particolari si ottengono supponendo 5 ¢ o
appartenenti ad una sfessh iperquadrica @ (di 8,. Il piano
tangente in 0 a 5 taglia @ lungo duc rette; si ha cosi luogo a
cousiderare su s il doppio sistema delle curve inviluppate da
generatrici della quadrica. Consideriamo ’analogo doppio si-
stema su 5 e supponiamo che per effetto della corrvispondenza
fra 5 ¢ o questi doppi sistemi si corrispondano. Atllora i duc
ultimi teoremi si precisano cosi:

V1. Le due stelle di vette corvispondentisi omograficamente in O
ed (), ¢ norma del teorema V, sono quelle ivi tangenti « Q;
quest’ omografia ¢ tale che alla polare di m in O rispetto a Q cor-
visponde in O la polare di w.

Ma se di pin si corrispondono su s e G i sistemi coniugati, nel-
U omografie, data dal teoreme VI, Jra le ipervstelle di centri O ed O
s corrispondono gli S; tangenli in essi a Q. -

4. Passo a dare alcune interpretazioni dei precedenti teoremi
nello spazio ordinario.
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Sia fissata in S, un’iperstera @ ed un suo punto. Ad ogni
punto di 8, si faecia corrispondere I'iperpiano polare rispetto
ad sz,’ ¢ si proietti poi stereograficamente Q dal punto fis-
suto sopra uno spazio ordinario. In questo al punto di ¥, cor-
risponde una sfera, ad una retta un cerchio i cui fuoehi 1Y)
sono le proiezioni dei punti d'intersezione della retta con
Siceht i teoremi precedenti si possono interpretare relativa-
mente alle eongruenze di sfere. Se in particolare s e o -appar-
“tengono ad @ ad esse corrisponderanno due superficie ¥ e X, e
se nelle costruzioni di &, non si fa intervenire il eentro di
proiezione si avranno teoremi della geometria del gruppo con-
forme (*). »

Ad un sistema planare di curve su 5 corrisponde su X un
sistema di curve dotato della seguente proprieta: I cerehi oscu-
tatori in un punto P di X alle cwrve del sistema dncontrano tutli,
“oltre che in P, un cerchio I' (¢he si dira cerchio d’appoggio)
passante per P P (ma non tangente ivi a X,

Se questi cerchi dappoggio si riducono a rette (cioe se i
corrispondenti piani o in 8, passano per il centro di proiezione;
si hanno i « sistemi assiali »; se inveee ciascun cerchio I' ¢ or-
togonale nel punto I’ a X (cioé ogni piawno o contiene la polare
di © rispetto ad Qy si hanno i « sistemi eiclici » del BLASCHKL.
Riservero « q‘ugfst/i il nome di « sistemi ciclici ortogonali »; e
chiamero « sistemi eielici » senz’altro quelli introdotti con la
precedente definizione (senza richiedere 1'ortogonalita di I' con 3
in P

Risulta dal teorema I che ¢ piani osculatori in wun punto
alle curve di un sistema ciclico inviluppano un cono di terza clusse,
i loro cerchi ownlaron descrivono una superficie del sesto mdzue
e ¢ loro assi una nqata cubica che ha per diretirice aemplzce la
“normale nel punto ¢ X e per dwretlrice doppia UV asse del cerchio
W appoggio.

. Per il teorema II in una trasformazione puntuale fra due su-
perficie ad ogui sistema eiclico corrisponde un tal sistema ; il teo-
rema 111 (quando per rette » ed » si prendano le polari di =

di w rispetto ad Q) da il teorema del Brascuri sallunicita del
sistema ciclico ortogonale permanente in una corrispondenza ge-
nerica fra ¥ e X; mentre se la corrispomlen‘lza ¢ conforme (teo-

(). Vertici dei eoni isotropi contenenti il eerchio.

) Tutto ¢id & notissimo: &i veda p. es. In Memoria, sempre sugge-
stiva, del Knwin: ber Liniengeometrie und metrische Geomelrie (Gesam,
Math. Abhan. Bd. I, pag. 106-126).
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rema VIIp ove @ sia la stessa ) si conservano tutti i sistemi
cieliei ortogonali (1.

Keeo qualehe applicazione diversa, ,

VIIL Sulle due superficie X ¢ X si corvispondano le linee di
crvatura. Sioconsiderinoe gei ~* cevchi 1" passanti per P su X1 e
per un qualsiast punto A come cerehi d uppoggio relativi a sistemi
ciclici di T; gli oo* cevchi d appoggio in P i sistemi ciclici coryi-
spondenti di X passano tutti (per P e) per un punto A. i

In particolare se A viene a coineidere con P sulla normale
in Pa X ciot se i sistemi ciclici che si considerano su X sono
quelli ortogonali del BLASCHKE, ad essi corrispondonoe su ¥ si-
stemi ciclici i eni cerchi d’appoggio in /° passano tutti per un
punto 4; ma questo non viene a coineidere con I’ sulla normale ivi
a X chese le due superficie sono pure in rappresentazione conforme.

IX. Sia data una corvispondenza fra i cerchi C e C di due
congruenze ; sia I¥ un fuoco di C e X la superficie da esso descritta
(analogamente per O). Esiste in generale uno ed uwn solo sistema ci-
elico sw S il cui cerchio A’ appoggio in wn punto generico K contenga
wieche Ualtro fuoco di C cwi corvisponda un  sistema ciclico dotato
dell” analoga proprieta sw X. ' '

In particolare se ¢ = C si ha il teorema:

X, Date wna corvispondenza fra due superficle. esiste s di exse
i ed in generale una sola coppia di sistemi ciclici corrispondenti
Eewt cerchi A’ appoggio contengano lu coppia di punti corrispondenti
per lu quale sowo costruiti.



