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162 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Su alcune questioni di geometria delle superficie.

N Nota di ENEA BORTOLOTTI

Ho mosirato, in un lavoro in corso di pubblicazione (!), come
possano riuscive utili, nello studio dei sistemi di linee di una
superficie, le nozioni di curvature associata e di direzioni associats

a wna serie Xz di direzioni (£) useenti dai punti di una curva I':

nozioni infrodotte recentemente, per le Eé in V,, dal BrancHI (3,

e che possono servir di base per estendere alle Xz in V, molti

notevoli risultati della teoria delle curve: in particolare 1é for-
mule di FRENET, ¢ il teorema di esistenza e unicita che da queste

\_SLQthwe./Indicherb qui alenni risunltati di Geometria delle su-

perficie che ho ottenuto valendomi appunto di tali nozioni.

1. Sia Z: una serie di vettori £(s), tangenti & una superficie 3
nei punti di una curva I', di cai s & 1’arco. Se indichiamio con &

il simbolo di differenziazione covariante in g, n:vers;—g ed
v

s

1 . . .
b — mod 65 sono il vettore associato e 1a curvatura associate 2;— nel

punto generico di I
' \

() Su di wea generalizsazione della teoria delle curve e sui sistemi
condugati di wna Vy in Va. (Rend. dell’Ist. Lombardo, s: 2%, vol. 58, 1925).
() Biancui: Sul parallelismo vincolato di Levi-Civita nella metrica

* degli spazi curvi. (Rend. dell’Acead. di Napoli, s, 3%, vol. 28, 1922, pag. 150-171).
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‘Stabiliamo in ¢ un sistema di coordinate eurvilinee (u, vj;

] la carvatura “associata alla serie di
21 :

direzioni delle linee u (v == cost.) che escono dai punti della gene-
~ rica linea v (u=-cost.) [0, rispettivamente, alla serie di direzioni
delle linee » che escono dalla generiea linea u]. 8i trova subito
. the a meno del segno, si ha

o 1 gL
mdlchlamgo‘eo,n R [R

1 _ VEGF: 12 {12] sen g

a Tyl i SR L) Lot
R,” EVe ¢\ VE

" 1 _ VEG—F 212; ‘ u‘z% Seﬁcp
) E.=7 eVE “hive’

ove P 'y I’angolo delle linee coordmate, e i snmboll di (JHm—
S$TOFFEL &' mtendono costruiti rispetto al ds* di o.

Per ¢ = 5 dalle (]) (2) si ha
1 1 Ve 1 oVE
B,”  VEG o' R, \’EG Tow 7
: L . 1 ., , R
ossia le espressioni (1), (2), - di -, w— si rxducono — come &,
R,l’z R,, .
geometricamente, ‘ben prevedlblle = a qnelle. ben -note, delle

11
curvature geodetiche " E ‘delle linee coordinate v, u (G. I). (1),

I, pag. 267). Considereremo le (1), (2) vere aﬁche,nel segno, ve-

1 1 :

nendo cosl ad assegnale un segno ad , '
; 12 R2l

2. Prendiamo, per le lineé w, quali trasversali, anzichd le
S 8 L 1
\inee v, un sistema qualunque dl linee ¢(u, v):cost.: detta o
; VP
{a culvat,nm assocmta alla serie di direzioni delle linee u che
¢scono dalla linew. ¢ = cost. generleﬂ, trovinmo

;11 % . 312$

) 1 {2V T

(3) i;: EVA,A'P
[$ o8

() Cosi clterb dorn innnaz, o GQeowmetria Diflerenziale del Braxcm
<3 ediz.)
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Per ¢ —=u da questa si ha la (1), per ¢ =29, la nota espres-

"~ sione di e La- (3) permette di Tisolvere la seguente questionse:

k12
Esistono, in yene_rale, su di una superficie dei sistemi di linee
tali che la curvatura associata alla’ serie delle dirvezioni delle linee
del sistema uscenti dai punii as une Jrasversale, sia mdzpendcnte
(in ciasenn punto) dalle trasversaie scelta ?
Supponianio che esista an mlc sistema. e che' le sue lme

. 1 1
siano assunte come linee u: bastem serivere che & —5— — ——
: Rl'\" Rlz'
indipendentemente dalla natura delli funzione ¢(u, v). Troviamo
' 11 12
facilmevnte che per questo deve essere §2$=0, ;2 =0, onde

+— =0 per ogni ¢, e inoltre, detta K la curvatura assoluta della
R\’P b ’ !

superficie, K=—=0. Dunque U"unico caso di indipendenza dalla tra-
sversale & quello gid noto: in cui la superficie é a metrica euclidea,

e le linee n supposte sono parallele (nel senso di LEVI-Civita).

3. Veniamo ora ad indicare un altro risultato @i assai pil
vasta portata. B evidente I’analogia — notata esplicitamente
anche dal BiancHi (G. D., I, 371 ¢ seg.) — tra i risultati del
SERVANT relativi all’esistenza e unicita delle reti di TCHEBYCHEF
e quelli del DARBOUX sulle asintotiche virtuali. Vien naturale la
domanda se tali risultati .non- discendano come casi paltlcolan
da uno stesso teorema pilt generale.

A questa domanda si risponde affermativamente col teorema
seguente : , ‘ -

Una qualunque superficie (0 meglio una sua porzione oppor-
. tunamente limitata) puo, in infiniti mods, rivestirsi con una rete
di linee a, 3, tali che lungo esse le curvature El; , R—,, associate alle
divezioni delle linee di wn sistema che escono dai-punti di una lines,
dell’ altro giano due funzioni arbitrariamente assegnate (*) del punto
della superficie : e una di queste reti é individuata assegnandone -ad
arbitrio due linee iniziali che si incrocino (senza tocearsi) in un
punto. ’ o

In effetto: le (1), (2) ei dicono che i reticoli coordinati pei

1
quali le culvature associate sono due fanzioni assegnate R, Ry’

(*) Soddisfacenti alle ordinarie condizioni di continuitd e derivabilita, -
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sono caratterizzati dalle due condizioni:

{4)

%12$_ =BG 1 oy —GVE i
=VEe—r: R, W T yEe—p B
Dunque: se (w, ¥) & un sistema coordinato qualunque, e Vo~

gliamo ottenere una trasformazione di coordinate u — w(x, B),
o =uv(%, B), tale che la nuova rete coordinata abbin le curva-

1 . .
- assegnate, sard necessario e suffi-
1202, ) Byyiu, v)

ciente prendere’ per u(oty B)y vy 3) due funzioni tali che risulti

ture associate
. R

;123 AT F( o i o
\/El(w_ F'z Rn * b o’ 63’ 82,763

;12$ —eVE_ 1 (u ou ow ow av>'
- b

VEG—F% B A"V w53 a0 5

(B)

ove gli apici distinguono gli elementi relativi alle coordi-
nate «, 8, ed F,, F, indicano due Junzioni note degli; argomenti
indiecati (1).

: . . . 12
Ora se sostituiamo ai simboli 1 ; y %22 le loro espressioni (5)

nelle note formule di CHRISTOFFEL (G. D., 1, pag. 81, 156) espri-

o 9'v
9203 0203
(2, 3), otteniamo un sistema del tipo iperbolico

gll} ou ou 3122 (au v au i}_v) ' %22% a_’v ov o ' o

6 aza,’i a3 o 05 T8 o, + 1,ax'zT;s“F'a—x"'f‘ 133

) . 2.
%11 o ou §12$ (au ov o a'v> %22

ou 0v av av ov a?}*
axas ax o3 T 93 ox 3T Nt

menti le derivate seconde — per le derivate prime di u(z, B),

: ( axaﬁ

al quale u(z, B), (2, 3) debbono seddisfare, Vicever 8a, se u(a, B), :
o(%, 3) sono dué qualunque soluzioni indipendenti del sistema (6),

dal confronto delle (6) con le formule di (‘HRI%TOFFEL eorrispon-
!

soddlsf‘wo alle (5), e qumdl ‘che

denbi consegue che 3 g ;0

e linee (oc, B) soddlsf.mo alle cou(hmom unposte.

(‘) Potremmo anche asgegnare —R_,; R; come fanzioni di 2, B, & allora

tra gh a.rgomentl di F,, F, ﬁgmelebbem ~anche, m modo: espligito, Ie
variabili indipendenti «, .
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Cio posto, dai noti teoremi sui- sistemi.-del tipo 1perbo]100
segue senz'altro quanto avevamo cnuneiato. S .

Questo rigsultato era geometricamente: prevedlblle' in eﬁetto
si vede subito come si possh rivestire, con successive costruzioni
infinitesimali, una qualungue superficie con uny rete (a, ﬁ) che
goda delle proprietd poeo sopra indieate. -

La. propricta dimostrata permette di consndera.re, in certc
gual modo, come intrinsecamente definito sn di una snperﬁcle un
doppio sistema di linee, mediante le due ourvature associate ad
esso relative. »

Se - 1_ 1
R, % R,
reti di TCHEBYCHMF

=0, utrovmmo i notx risnlt;uti relativi alle

4, B vediamo facilmente come anche i nsntb.m di DA KBOUX
per le asintotiohe virtuali rientrino in quello ora -esposto.

Infatti stabiliamo un sistema di-coordinate curvilinee in ¥,
prendendo come superficie u; =0 una data superficie o "su/quesm
come linee u,u, le asintotiche; e le lince w, normali alla super-
ficie stessa. Tenendo conto dcll formule di Copazzt trovmmo‘
che le curvature associate al sistéma (a,%,) su o sono

1 8eng (a log B Qé,i’l_),,)

7 B ToVaa U om eV,
) 1 senp plog B (33,12),
SO 2\/@ (« 6&02 : wn\/"—a_s)

ove lo a; ¢ tsimboli di “RIEMANN si riferiscono alla memca, dl Vs.
1
7 & Vangolo delle asxptotlch<-, K, —=— Vo5 e lIa curva.t,ura rela~

tiva di o in Vs ed w; seno i coefficienti della seconds fornm.
fondamentale (del 2° grado) della V, in V.-
Se la V, & a curvatura costante, dn.lle (7) abbiamo

&
1 sencp olog Iu 1 seny 9 log R

& R,TTR T BTz,

ove 8, , 8, SONO le lunghezze d’arco delle linceé w,, w,.
quste formule caratterizzano intrinsecamente sulle V, in V'a
a curvatura costante i gistemi di asintotiche virtuali,
Naturalmente le (8) non differiscono sostanzialmente d.tlle
usuali condizioni-per le asintotiche virtuali in V; euclidee (G. D, 1,
pag. 371): anzi' & immediata la deduzmne delle une. dalle altre.

Ponendo nelle (5) al luogo dl - R— le espressioni (8) ab-
21 . . N

R, . . .
biamo i noti risultati di DarBOUX. (oontinua)



