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158~ BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

e operazioni distributive esprimibili
eon un namero finito di operazioni elementari.

Nota di Luigl FANTAPPIE

1. Secondo le wusunali definizioni diremo- ¢he un’operazione’
fanzionale F, che a ogni fonzione y(t) analitica fa corrigponders
un’altra funzione f(z), pure analitica, & distributiva o lineare g
per a ¢ b costanti gunalsiasi & sempre

e Flay,() + by(0) = «Fly(] + DF(y,(0)]
Per indicare «che la £, oltre che dalla natura della y(t), L.
pende anche dal valore di 2, scriveremo
Fly(); #]=fiz)

s, )

ove la t in basso sta ad indicare che se nella y comparissero,
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oltre ¢, altre variabili a, 3,..., Ajueste ultime dovrebbero pensivsi
come costanti ¢ la Fandrebbe/applicata alla y considerando questa
come funzione della sola ¢, B du osservare che, colle nostre nota-
zioni, il risaltato fiz) dell’operazione non dipende pitt dalla va-
riabile apparente ¢; confe p. es., nell’operazione lineare

S (z “‘J Kz tdt

lav fiz) non dipende pitt dalla variabile t d’integrazione. Per mag-
giori notizie sulle operazioni distributive rimando poi all’epera
dei prof. PINCHERLE ¢ AMALDT (1) 2
2, In una mia recente nota (*) ho fatte’ vedere ¢ome tuthe. le
proprieta di un’ operazione distribuativa #: possano essere - studiate
attraverso -le proprieta-di una certa funzioue o (z, o) di duesvaria-
bili eomplesse, peliebt.uuult(- llll]l\’l(]ll(lfl una veolta data Pope-
razione F, da - :

P
2 ,2)y=— F DR
(2) v(z, 2) l,'[t"'“’ ]

[risn'ltato della F oapplicata alla funzione particolare !/(t):;t
z

¢vhe asua volta individua Doperazione ¥ mediante la formula

o
) J&) = Blott); #]- <y | vlss Ouia)e

o

eSSex‘f«lo li O una curvi chinsa della sfera ‘complessa ¢ ehe con-
tiene nel suo interno tutti i punti singolari di y(¢) (compreso ¢ =oco
Se, pur essendo regolare per la y, questa ¢ ivi }=0); ma lascia
all’ esterno  tutti quelli - della- o(z, t) (considerata come funzione
di ). Cosly p. es, i punti singolari della J(7) sono quelli delle
funzioni v(z, t,), 02, ). $6 ¢, t,\. soho i punti smgol.u'l della
y(t), da cui il nome di indicatrice dei punti singolari (l.Mo alla oz, %

3. Ricordando allora che, secondo una definizione del pro-
fessor PAINCHERLE. (op. citata), si r(:!l.i:!rlllilllli(gs.»(»P)Iv{f?'(lr;"l'()_’_’lll'u_(’»l:f;HQﬂNhl’)'i

) S, Pin¢HERLE ¢ U AMAlm, Le npmu joni :lnluhuluw' e le Toro

applicusioni all analisi. Zanichelli, Bologna, 1901,
!y L Fanrtaver, Le /u:uunmh qu'ml analitiche e le loro xuumhnllu

Rend, R Ace. Linceiy Vol 1, s 6, sen, <17y 1925,
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le tre operazmm &i derivazione, sostituzione (relativa a. una -fun
moae ‘finsa ¥(z)), moktiplicazions (di moltiplicatore fisso ufg)), ei si
pud proporre il problems di riconoscere quaundo un’operazione
dlstrlbutlva F, data sotto una forms qualsiasi, p. és. mednante,
una seriée di PINCHERLE

for =557

(n)(z

sia in realtd esprimibile con un numero finito di operazioni ele-
m'enta.ti, le sole che praticamente siano sempre effettivamente
esegulblll. Dimostriamo a guesto fine il seguente teorema, che
risolve completamente la questione:

Oondizione neoessaria e sufficiente perché un’ operazione lineare F
sia espr imibile mediante un numero finito di opemzwm elementari (| de-
rivaziond, sostctuzwm, moltiplicazioni) é che la sua indioatrioe v(z.
dei. puntt singolari sia una funzwne razionale di o ohe si mm:ulh
pér a=—=ooc. :

, Se infatti la F é esprlmlblle con un numero finito i @pera-
, z_xom elementari, si avra
i

i%}fv‘ij(z)y(j)(vi(z)) )

@  Py); 4=

5y <L)

e ricordando che 1’md1camce dell’ operazione di demvazwne
f(z)—D” ) @& ' )
1 (—1)"nl

'vd(z’ “) - ‘Dzn 2 — - (z__“)u"‘l

I’indicatrice delV’ opemznone di sostitnzione fz)_y(v(z)) relativa
a v(z) e
1

V(@) —a -

B2y @) =

e ’indicatrice dell’operazione di moltiplicazidne J(@) = p(=2ly(2)
di moltiplicatore p & ) ;
n(#)

0,2, @)= p—

avremo, per I’indicatrice della nostra operazione (4), sostituendo,

Lo 1
secondo la definizione (2), la funzione particolare — > alla gene-

) t
rica y(t)

r;

P,

i r . — 1Y4!
Q e 9= 20 o

N\
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che & evidentemente una fun}zione razionale di a che si annulla
per o — o<.

Supponiamo, viceversa, che I’indicatrice v(z, «) di un’opera-
zione lineare F sia razionale uspetto al parametro o e si annulli
per x = oo, sia ciodn

Plz, 2)

Qlz, )

essendo P e @ polinomi in «, con coefficienti funzioni analitiche
di 2z, ed-il grado m di Pinferjore al grado n ai Q. Deoomponmmo
Q@ in fattori hnean (rispetto ad a)

(2, o) =

(6) Q= "’o(z)[“ — ()] o — vy(2) )" e [ — Vn(z)]
Py Py ke T, =N
e la frazione (j:vz’n:—; (che ha il numeratore di grado inferiore &
Y o

quello del denominatore) in frazioni elementari; sard
e

. Pz, o)
@ Qiz, o)

l
.-M'e

Ti m;,;(2)
? x— v/}

A causn della formula (3) avremo allora, per il valore fiz)
della nostra funzionale F, applicata- ad una qualsiasi funzione y

&= Fly); 2= g | ole, Dyt =
’ (4

1 fP(z, t)

, ru _my(2)
= 5m | gog VU =33 5 [ 2 Gy von
C

essendo C una curva chinsa contenente nel suo interno tutti i
punti singolari di y ma nessuno dei punti ¢=v,(2) singolari per
la v(2, t); e quindi, invertendo il senso d’integrazione, avremo
infine, per la formula di CAucny,

(8) J(z)= Fy[ylt); 2} =— ?h? (-J%Q R ) (z)

La f(z) si ottiene cioe dalla y mediante un numero finito di
operazioni elementari; pilt precisamente, in corrispondenza a ogni
polo a=v,(2) d’ordine », dovremo sostituire nella y e nelle sue
7, — 1 successive derivate 1a v,(2), moltiplicare poi queste espressioni
per certe funzioni di 2, che, a meno di futtori costanti, coincidono






