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PICCOLE NOTE 151

Una osservazione sulla quadrica di Lie.

- Mta di Guipo FumpiNi

La seguente osservazione & i carattere affatto elementare.

Siano z coordinate di punto, funzioni di due parametri u, v.
Al variare di questi il punto descriva una superficie non svilup-
pabile; e ne siano £ le coordinate del corrispondente piano tan-
gente. Recenti stndi hanno dimostrato essere assai utile fissare
il fattore di proporzionalita di queste ultime in guisa che valga
la seguente nguaglianza di determinanti:

(1) (@, @, @, @) =(E, &, &, &) ().

Sin A un punto fisso della superficie e siano =, «,, &, £, ece.
i valori ivi caleolati delle coordinate di punto e di piano tangente
e loro derivate. Se X & una combinazione lineare generica delle
derivate seconde delle 2, e = la omologa delle £ un punto «' e
un piano qualunque & dello spazio hanno coordinate che si pos-
sono scrivere nella forma:

o=@ 4+ Yo, + Y2, + Y, X5 E=nE -+ b+ nf+ T

CroH ha osservato che:

Se vale la (1), la correlazione definita dalle yi=1; é la polaritd
rispetto alla quadrica di Lie (velativa al punto A). :

Ora ci chiediamo: che cosa avviene se non & soddisfatta Ia (1)?
In tal caso indicheremo con £ le coordinate di piano tangente.
E sard E= 0, ove p & un fattore di proporzionalita generalmente
funzione di w, v, e le £ si potranno ancora supporre soddisfare
atla (1), In tal ¢aso, assante per semplicitd a linee coordinate le
asintotiche, ogni punto 2’ ed ogni piano £’ dello spazio avranno
coordinate che si possono scrivere nella forma: .

2=y, + Yy, + Y3, + YDy,
E= € + N:€u + a6, + NeEwo = o1& + Tale€u + Epu) +
+ (28, + 80,) + Nu(pEus + 0.5 + 2.8y + Pk

() E scritta tra () una riga di tali determinanti; ognuna delle gnattro
coordinate omogenee di punto o di pianodetermina una delle quattro loro
righe. i :
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La espressione Xr’¢’ vale il prodotto del. fattore, eEx,. per

» pur
Y1+ Y — YNz — YaNs + QY+ o Yaa

2 log ? — ) = 2y Y

—= (Y4, —

ove € & una guantitd che qui & inutile precisare, e dove le Y
sono le coordinate di piano in quel sistema coordinato, ove le y
sono coordinate di punto. Sarid pertanto:

Yl.:"’lu Y, =—m —pwy
Yo=—my—hn, Y,=n, + A+ pn;+ o
(& posto:

__dlogp __ologp ___p_,.l,)
=T M T T 0 CT )

Dunque: I punti che giacciono nel piano che ad essi corrisponde
nella correlazione v, =y, (cioé i punti per cui Ya’s’=0, quando
N=y) sono i punti di una quadrica di DARBOUX

2919 — ¥y¥s) + Ly’ +0y =0

appartenente al fascio determinato dal piano tangente y,* =0 contato
due volte e dalle quadrica di L1k

' © Yy YY) + Q= 0.

Le correlazioni Y= sono una polarite soltanto se g — cost.,
ossia se ¢ due membri @i (1) differiscono per un fattore costante, e
tn tal caso questa polaritd é precisamente la polaritd Mspetto alla
quadrice di 1B,

Osservando poi che . es. 1a reciprocitd (degenere)

Y,=0, Yo=~y, Y,=0, Y,=y,

fa corrispondere ad ogni punto y il piano Y che lo proietta dalla
tangente asintotica y, =1y, =0, abbiamo:

Nel caso pin generale, le reciprocita y;, = v; sono combinazioni
lineart della polarita rispetto ad wna delle citate quadriche di
DARBOUX e di (due) sistemi nulli degeneri, che ad ogni punto y
Sfanno conzspondme il pmno Y che lo proietta da una tangente
asintotica.

Gli stessi rigultati si dimostrano in modo affatto simile anche
per le ipersupes ficie e le cnrnspondentl quadriche, con cui CECH
ha generalizzato la quadrica di Lig.



