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~Sulle funzioni quasi-analitiche di variabile reale.

Nota di GIUSEPPE BELARDINELLI

1. La svilnppabilitd in serie di TAYLOR, che caratterizza le
funzioni analitiche, dipende da una legge di- limitazione delle
derivate sucecessive. .

Precisamente, se f(x) & analltm regolane in un certo eampo,
si pud determinare una costanteﬁ positiva tale chc la dlsu-
guaglianza

VIFl < o

sia valida per ogm n; ed mvelsamente, se que ta. condulone o
verificata in un certo ca,mpo. la funznone, in auesto campo, &
regolare. :

Il BoreL ha dimostrato (!) 1’esistenza di funzioni appar-
tenenti a classi piti generali di quelle delle funzioni analitiche
(funzioni quasi-analitiche) fanzioni determinate, come le fun-
zioni analitiche dai lori valori e da quelli delle loro denvate
suecessive in uno stesso punto.

. Siano
Ay, Ay A

dei numeri positivi tali che la successione \/A,., per abbfl,sbanza
‘grande, sia non decrescente.

Si pud allora far corrispondere a questa sueeessione una
classe 04 di funzioni indefinitamente derivabili tali che, '

- V@ <BAn, - (=0, 1, %)

ove B & una costante che pud variare da funzione a funzione.

_E secondo la definizione di BorEL, C4 & detta quasi-analitica.
in un intervallo, se ciascuna delle sue funzioni & determinata
dalla conoseenza di-f(x) e di tutte le sue derivate in un solo’
punto dell’ intervallo.

DENJOY ha dimostrato un teorema (’), completato da Car-

(*) E. BoruL: Les séries de fonctions analytiques et les fonetions quasi-
analytiques. « Comptes Rendus », t. 154, 1912, pag. 1491. — Legons sur: les
Jonctions monogénes uniformes. Gauthiers-Villars, 1917.

() Densoy: « Comptes Rendus », t. 173, 1921, pag. 1329.
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LEMAN (%), che da, quale condizione sufliciente per la quam-a,nah—
ticita delia f(«); la divergenza della serie

o 1
"=V,

“e in particolare ha dimostrato che le classi C,, 0,, C,,.. di fan~-
~zioni indefinitamente derivabili chbe soddisfane alla condizione :

.-
?

Gy) ) \/ ff @@ < kn Iog n,
C'z} V [7®(z)] < knlog nlog log a, ...

sono classi di funzioni quasi-analitiche. :

Il CARLEMAN (*) bha dato poi una condlzxone necessaria e
sufficiente per la quasi analitieita.

Dg LA VaLLEE PoussiN (°) ha inoltre dxmostrato che le fun- .
zioni periodiche

Sy = Ea,. CO8 nx
n==0

possono rappresentare funzioni guasi-analitiche imponendo del)e
limitazioni ai coefficienti a,.

In questa nota dimostro, analogamente, che le funzioni quasi-

periodiche del BoHR (%) f(w}:Za,,e "x, possono rappresentate
n=0

funzioni qua.si—analitiche- caratterizzate dagli appartenenti coef-
ficienti di FOURIER.

2, Sia data la funzmne S(x) in un intervallo e 1-applesenta-
bile mediante la serie :

1) =3 aupula) (pol2) =1)

n=0

indefinitamente derivabile termine a termine.

- (3) CARLEMAN: « Comptes Rendus », t. 174, 1922, pag. 373. — Congrés
des Mathématiques & Helsingfors, 1922.

(®) CarLEMAN: <« Comptes Rendus », t. 176, 1928, pag 422,

#) DE La Varnke PoussiN: Sur les fonctions gqhasi-analytiques de
variable réelle. « Comptes Rendus », t. 176, 1923, pag. 1635. — Bullettin de
la Societé Math. de France, 1924, t LII,. pag. 196.

(¢) H. Boar: « Comptes Rendus », t. 177, 1923, pag. 737epng 1090. —
Acta Mathematica B. 45, pag. 29.
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Supponiamo :
1°) cbie i coefficienti a,, soddisfine alla limitazione

R

n

< Ae logn (A costante);

2°) che lo derivate delle funzioni @.(2) soddisfino in un
intervallo, che puo essere lo stesso di quello in cui e data la
funzione f(x), alla disuguaglianza

| paP(@) | < w2,

Consideriamo la funzione
n
F(p, n)=mne %plogn,

ed indichiamo logn:a(n) con z, e con 3 la funzione inversa

della 2 —=o(n), avremo

2

Fip, f(z) =Blz)e .

Per 2> 2p questa funzione sard decrescente; il massimo si

avrd dunque per z << 2p, massimo che & minore di 3(2p).
z

Si avra, indicando con M il massimo di e 2{(2)":

n

< AM §6—2 log n
= n=—0

| f )| = [ 3 g, P(@)

n

oo — e
da eni si ha immediatamente, essendo X ¢ 218" convergente e
n=0

quindi minore d’un numero positivo B,
v P
VIifP(x)| ~ BV A-M < A-Bf(2p),
ciod:
4 i .
Vi/@P@| < Bplogp, - (B costante).
La funzione f(x) & dunque una funzione quasi-analitica.
Analogamente si faccin 1’ipotesi che

n
| a, t<< /e log n log logn;
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s avra

\’}W < Bplogploglogp,

e cosi di seguito, ottenendo le classi C,, 0, .. di funzioni quasi-
analitiche stabilite da DENJOY.

3. Consideriamo ora le funzioni

%

f(w) =X a,e s

e supponiamo:
1°j) che i coefficienti a,, reali o complessi, soddisfino alla

limitazione
n

la, | <e l&n;

2°) c¢he i numeri ), siano reali, linearmente indipendenti,
e tali che .
| A | < .

Si avra allora, per la convergenza delle serie
z J a’n | ' )\n !71, B (.p == 01 1, 27“")

che la f(x) e le sue derivate rappresentano funzioni qaasi-perio-
diche di BoHR.

In base al numero precedente potremo dunque eclassificare le
fanzioni quasi-periodiche del BoNR, in classi di funzioni quasi-
analitiehe. :

Potremo dunque concludere :

« Se nelle serie, che rappresentano fanzioni guasi-periodiche
« del BoHR,

% ae
n=0

« si ha:

n n
]a,,|<e_-ft?n7 |“u;|<e_1°=!"10glogn’._"
« ed

i | < m,

« queste serie rappresentano classi di funzioni quasi-analitiche ».

E. Universitéa di Cagliari, aprile 1925.



