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Sulle funzioni quasi-analitiche di variabile reale.

Nota di Giuseppe Belardinelli

1. La svilnppabilità in serie di Taylor, che caratterizza le 
funzioni analitiche, dipende da una legge di- limitazione delle 
derivate successive.

Precisamente, se f(x) è analitica regolare in un certo campo, 
si può determinare una costante ß positiva tale che la disu
guaglianza

V!< ß» '.

sia valida per ogni w; ed inversamente, se questui condizione è 
verificata in un certo campo, la funzione, in questo, campo, è 
regolare.

Il Borel ha dimostrato (*) 1’ esistenza di funzioni appar
tenenti a classi più generali di quelle delle funzioni analitiche 
(funzioni quasi-analitiche) funzioni determinate, come le fun
zioni analitiche dai lori valori e da quelli delle loro derivate 
successive in uno stesso punto.

Siano
Al, Àz,...,

dei numeri positivi tali che la successione VA,,, per n abbastanza 
grande, sia non decrescente.

Si può allora far corrispondere a questa successione una 
classe CÀ di funzioni indefinitamente derivabili tali che

- (« = 0, 1,2,...)

ove ß è una costante che può variare da funzione a funzione.
E secondo la definizione di Borel, Ca è detta quasi-analitica^ 

in un intervallo, se ciascuna delle sue funzioni è determinata 
dalla conoscènza di /(#) e di tutte le sue derivate in un solo 
punto dell’intervallo.

Denjoy ha dimostrato un teorema (2), completato da Car-

(4) E. Borel : Les séries de fonctions analytiques et les fonctions quasi- 
analytiques, « Comptes Rendus », t. 154, 1912, pag. 1491. — Leçons sur les 
fonctions monçgènes uniformes, Gauthiers-Villars, 1917.

(2) Denjoy : « Comptes Rendus », t. 173, 1921, pag. 1329.
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LEMAN (3), che dà, quale condizione sufficiente per la quasi-anàli- 
ticità delia f(x), la divergenza della serie 

e in particolare ha dimostrato che le classi C2, C3,... di fun
zioni indefinitamente derivabili che soddisfano alla condizione :

Ci) V ì/<nW < à log K,

Oz) V lÆWÎ < à log n log log n, ....

sono classi di funzioni quasi-,analitiche.
Il Carleman (4) ha dato poi una condizione necessaria e 

sufficiente per la quasi analiticità.
De La Vallée Poussin (5) ha inoltre dimostrato che le fun

zioni periodiche
f(x) = cosnx 

n=^0

possono rappresentare funzioni quasi-analitiche imponendo delje 
limitazioni ai coefficienti an.

In questa nota dimostro, analogamente, che le funzioni quasi- 
00 • ÌXnX ;

periodiche del Bohr (6) f(x) = 2 ane , possono rappresentare n—O 
funzioni quasi-analitiche caratterizzate dagli appartenenti coef
ficienti di Fourier.

2. Sia data la funzione f(x) in un intervallo e rappresenta
bile mediante la serie

/(®) = 2 (<p0(®) — 1)n—O

indefinitamente derivabile termine a termine.

(3) Carleman : < Comptes Rendus », t. 174, 1922, pag. 373. — Congrès 
des Mathématiques à Helsingfors, 1922.

(4) Carleman : « Comptes Rendus », t. 176, 1923, pag. 422.
45) De La Vallée Poussin : Sur les fonctions qiiasi-analytiques de 

vanable réelle. « Comptes Rendus », t. 176, 1923, pag. 1635. — Ballettiti de 
la Société Math, de France, 1924, t. LH, pag. 196. •

(6) H. Bohr: « Comptes Rendus », t. 177, 1923, pag. 737 e pag. 1090. — 
Acta Mathematica B. 45, pag. 29.
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Supponiamo :
1°) che i coefficienti an soddisfino alia limitazione

i an I < Ae 10£ n ,(A costante);

2°) che le derivate delle funzioni <pn(œ) soddisfino in un 
intervallo, che può essere lo stesso di quello in cui è data la 
funzione /(#), alla disuguaglianza

I ?n(p)(%) I < np-

Consideriamo la funzione

F(p, n)=ne“*^10«w,

ed indichiamo ï-----==a(n) con -r, e con ß la funzione inversalog n v ’ r
della # —a(n), avremo

, z
F(p, ß(*)) = ß(Ä)e“*.

Per #>2p questa funzione sarà decrescente; il massimo si 
avrà dunque per z <2p, massimo che è minore di ß(2jp).

Si avrà, indicando con M il massimo di e

n=0
<Æ2lf2e 210gn

n—0

da cui si ha immediatamente, essendo 2 e 21 og” convergente e N—0
quindi minore d? un numero positivo B, 

p _ ___ p,—----
Vi/(!”(^ 1 < B\A‘M < jl«Bß(2p), 

cioè:

V'I/'■?>(«Ti <Bpiogp, (7? costante).

La funzione /(#) è dunque una funzione quasi-analitica. 
Analogamente si faccia, l’ipotesi che
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si avrà
p____ ___
Vl/n^l < Bplogjp log log 7?,

e così di seguito, ottenendo le classi Clì Oz,... di funzioni quasi- 
analitiche stabilite da Denjoy.

3. Consideriamo ora le funzioni

f(x) — 2 ane

e supponiamo:
1°) che i coefficienti a„, reali o complessi, soddisfino alla 

limitazione

• \an\<è~l®«" ;

2°) che i numeri Àn siano reali, linearmente indipendenti, 
e tali che

I K I < H-

Si avrà allora, per la convergenza delle serie

SKHMV Cp = o, i,

che la /(#) e le sue derivate rappresentano funzioni quasi-perio- 
diche di Bohr.

In base al numero precedente potremo dunque classificare le 
funzioni quasi-periodiche del Bohr, in classi di funzioni quasi- 
analitiche.

Potremo dunque concludere :
« Se nelle serie, che rappresentano funzioni quasi-periodiche 

« del BoiiR,
A iXnx
2 a„e , 

n=0
« si ha:

I I < e~ , I an I < e~lo* "lo£ l0*7i,....
« ed

I À„ I <n,

« queste serie rappresentano classi di funzioni quasi-analitiche ».
R Università di Cagliari, aprile 1925.


