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RELAZIONI SCIENTIFICHE

Conformemente alla deliberazione dell’ Assemblea dei Soci del 20 Di-
cembre 1924, inigiamo la Rubrica « Relazioni Scientifiche » con un arti-
colo del Ch.mo prof. E. CRCIONI su un argomento importante ed inleressante,
attualmente oggetto di studi da parte di distinti scienziali nostri e stranieri,
la teoria generale dells -Algebre associative. Non dubitiamo che i Soci acco-
glieranno con favore la nuove Rubrica, alla quale speriamo vogliano
contribuire con volonterosa’ed efficace collaborazione. .
: La REDAZIOKE.

Notizie sopra alcuni recenti lavori sulla teoria.
delle Algebre -associative.

1. E noto come, 1ei lavori non recenti, vengono introdotti i
sistemi di numeri complessi ‘ad i unitd, -0 (secondo la nomenclatura
ora pill in uso) le algebre lmaariumoo ative: s8i assumono n unita
indipendenti ¢,, 6,, ..., &, (base dell’ algebra) legate fra loro da.certe
Jormule di moltiplicazions

€8 :z')'f,h_sen

le v, essendo costanti reali o complesse (usuali); il numero gene-
rico dell’ algebra & allora Sa.e;, le #; (coordinate del numero) essendo
variabili arbitrarie nel campo. reale (algebre a coordinate reali,
0, senz’ altro, algebre réali), o nel campo complesso usuale (algebre
complesse). Si noti che. dicendo semphcemente algebra deve inten-
dersi. algebm lineare associativa. Sono -pure comunemente note,
oltre le prime proprietd, alcune altre,. come .ad es. la seguente:
TUn’ algebra (a coordinate reali o complesse) nella quale valgano
tutte le proprietd formali dell aritmetica comune (inclasa la pro-
prieta dell’ammllamento del prodotto) & equ}\ewlente o al campo
dei numeri reali o al campo ‘dei numeri complessi nsuali (GAUSS,
WEIERSTRASS). Per qnesta raglone appunto nello studio delle alge-
bre si lasciano cadere alcune delle defte proprietd e precisamente
non si richiede che valgano la proprietd commutativa del prodotto-
n¢ quella dell anpullamento - del prodotto stesso; si mantiene
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invece la proprieta associativa (!) (del prodotto), in analogia a
cio che accade nella teoria dei gruppi ed in quella delle matriei
(sostituzioni lineari), argomenti che ec¢ol presente si mostrano
connessi.

Un’ altra proprietd ben nota ¢ pure la seguente: Un’algebra
reale o complessa priva di divisori dello zero (cio®, come dicesi
segnendo WEDDERBURN (%), primitiva & equivalente o all’algebra
dei numeri reali, o a quella dei numeri complessi usuali, o a
quella dei quaternioni reali (FROBENIUS).

Non & invece ancora molto noto lo sviluppo che ha ormai
raggiunto la teoria generale delle algebre. Tale teoria & stata di
recente coordinata, ed in molti e notevoli punti perfezionata e
fatta progredire, dallo SCORzA, che la ha esposta, anche con in-
tento didattico, nel suo bel trattato: Corpi numerici ed algebre (?);
onde chi se ne voglia render padrone non ha pitt da ecercare
faticosamente nelle Memorie originali, che sono numerosissime e
condotte da svariati punti di vista. In questo articolo mi pro-
pongo di dare un cenno del modo nel quale oggi & prospettata e
svolta tale teoria, prendendo come guida. il suddetto trattato
dello ScorZA; ed accennerd anche ad alecuni pilt recenti lavori
sull’ argomento.

. 2. In luogo di considerare algebre a coordinate reali o com- -
plesse, si considerano ora algebre con le coordinate in un campo
di razionalité, o corpo numerico, arbitrariamente dato, 'seguendo
TABER e D1CKSON che primi si posero da questo punto di vista, Cio
e di notevole importanza. Ad es. le algebre che 1o SCorzA ha con
successo applicate allo studio delle matrici di R1IBMANN (*) ‘sono
appunto algebre a coordinate razionali. I corpi algebriei finiti
della teoria dei numeri algebrici (da non confondersi coi corpi
numerici finiti dei quali parleremo fra breve) si possono riguar-

() Sono state studiate anche algebre non associative, ma ln teoria di
esse & attualmente assai lontana dall’ importanza che ha quella delié algebre
associative; di queste ultime solamente sard parlato nel presente articolo.
Cosl pure non fard alecun cenno delle algebre prive di una base finita, lo
studio delle gnali & -stato recentissimamente iniziato da WEDDERBURN
[Trans. of the Am. Math. Society, vol. XXVI (1924), pp. 395-426).

(3 1l DicksoN chiama division-algebras le algebre primitive.

(*) Principato, Messina, 1921. In questo libro. pud vedersi anche una
wopiosa bibliograna sull’ argomento, : :

) G. Scorza, Le algebre di ordine gqualunque e le matriei di Rlemmm,
Rend. Circolo Mntem. di Palermo, t. XLV (1921).
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dare come algebre (commutative e primitive) @ coordinate ra-
zionali (3.

DICKSON, HUNTINGTO‘\I, ed altri si proposero di caratten/mw
il concetto di- corpo numerico mediante un gruppo di proprieta
tondamentali (postulati). Lo Scorza, nella prima parte del suo
trattato, riassume ¢ completa queste ricerche. Il gruppo fenda-
mentale di postulati contiene le proprieta formali dell’ addizione
e della moltipliecazione, e le proprieta degli elementi 0 ed 1 (in-
cluse quelle relative alla possibilita delle operazioni inverse.
Queste proprietd, che sole definiscono il concetto di corpo nume-~
rico, danno perd w questo coneetto (con{e ora accennerd) un con-
tenuto diverso da quello che comunemente si intendeva di rap-
presentare con le parole campo di razionalita; ad es. le classi
(mod. pl, p primo, formano un corpo numerico. Se si considerano
in un corpo numerico qualunque i numeri

oy = —1, ’MOIO, u, =1, u,=1+1,...

{—a & definite da. @ + (— a)=0), il corpo numerico generato ope-
rande su essi con le quattro operazioni fondamentali chiamasi
sottocorpo fondamentule del corpo numerico dato; si dimostra che
esso & isomorfo o al corpo dei comuni numeri razionali, o al corpo
delle classi (mod. p)..I corpi numerici possono essere finiti, infi-
niti con sottocorpo fondamentale finito, infiniti- eon sottocorpo.
fondamentale infinito. Bono questi: ultimi che corrispondono al
concetto tradizionale di campo di razionalita.

Le proprieta algebriche di queste varie specie di corpi nu-
merici sono in molta parte uguali, ma si verificano anche, da una
specie all’ altra, divergenze notevoli.

Non & qui possibile entrare in maggiori particolari; accen-
nerd solo che i teoremi di identita delle funzioni ‘razionali intere
non valgono, nella forma consueta, in un corpo finito; questo
fatto porta che lo svolgimento della teoria dei polinomi, delle
espressioni frazionarie, ece., coi coefficienti in un corpo numerico
qualunque, va condotta in modo puramente formale: le variabili
sono sostituite da mdetermmate, i polinomi non hanno valore, ma
sono pure Jorme.

(0) E veroe anche (SCORLA, libro- cit., p. 404) il teorema inverso, cioé
vgni -algebra razionale primitiva e commutatlva. & potenziale (ossia ha
ana base della forma 1; «, a?... «»*). — DicksoN ha iniziato lo studio
dell’ aritmeticn delle. algebre a coordinate razxonfth, argomento che com-
prende come caso parhcolare la teoria dei numeri algebrici. (Vedasi, ad
es, DicksoN, Algebras and their Aritlimetics, University of Chicago

Press, 1923).
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Come altro esempio notero che nei corpi numeriei ifiniti o
no), il cui sottocorpo fondamentale & isomorfo a quello delle
classi (mod. 2), ogni numero & ugrale al suo contrario.

Aggiungiamo pure che i corpi finiti sono stati tutti pien:l—

mente determinati (SCORZA, libro eit,, p. 1234

3. Passiamo ora alle algebre, definite in un dato corpo nume-
rico qualunque.

In conformiti dello scopo di questo articolo, che & quello di
dare una idea del modo col quale ¢ svolta la teoria delle algehre
secondo i pilt recenti lavori, ed anche per ragioni di brevita, non
faro cenno dei lavori (PEIRCE, CAYLEY, STUDY, SCHLFFERS,
MoL1EN, CARTAN, FROBENIUS, ece.) ¢he consideravano solo algehre
nel campo reale o complesso: e c¢io tanto piit che tutte le pro-
prieta fondamentali delle algebre reali o complesse si possono
dedurre (v, il trartato dello Scorza. dalla odierna teoria gene-
rale. Chi volesse avere una idea dello svolgimento diretto della
teoria delle algebre complesse, senza ricorso ai metodi piit vecenti,
" puo vedere la Memoria icontenente anche assai indicazioni hiblio-
grafiche) di I, A, ScUOUTEN, Zur Klassifizierung der assoziaticen
Zuahlensystenie - Math., Aunalen, Bd. 76, 1915, nella qual Memorin
s0no portati a detta teoria anche complementi notevoli, come ad
es. il Teor. 1N, ehe si deduce poi anel’ esso dai recenti sviluppi
generali,

Consideriamo “dunque un corpo namerico qualsivoglia. le
algebre in questo corpo vengono. nei recenti lavori, definite as-
sumendo le proprieta formali dell' addizione, della moltiplicazione
di un elemento dell”algebra per un numero del campo, e della
moltiplicazione di due elementi dell” algebra reselusa la propricta
commutativa di quest’ ultima moltiplicazione), ed imponendo poi
la condizione che gli elementi di un’algebra tormino una totalita
lineare ad un numero tiniro di dimensioni,

Gli elementi di un'algebra risultano cosi formare simulta-
neamente un gruppo ed un sistema lineare, Percio con vari metodi
81 possono studiare le propricti delle algebre, sia mettendo in
particolare vilievo la loro qualita di gruppi, sia invece la loro
aqualita di sistemi lineari, WEDDERBURN ¢ ha trovato un metodo,
i caleolo dei sistemi, ¢he-tiene conto di ambedue le condizioni. e
sembra pereio uno dei wetodi pitt atti specialmente alla investi-

(Y Ow hypercomplec numbers, Proceedings of the London Mathema-
sieal Society, s 2, vol. 6 (1wox), pp. T7-117.
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gazione delle proprieta generali delle algebre. Tale metodo & se-
guito dallo Scorza nel suo trattato.

Chiamast sistema {cosi ScorzA traduce la parola complexr di
WEDDERBURN) ”insieme delle combinazioni lineari (con coeffi-
cienti numerici) di pin elementi di un’ algebra; chiamasi somma
di due sistemi § e T il sistema di minimo ordine (dimensione)
che contiene § e T'; chiamasi prodotio «1i 8§ per T il sistema di
ordine minimo che contiene tutti i prodotti di ciascun elemento
di 8 per ciascun elemento di 7. Sulla base di queste, e di altre
opportune definizioni e notazioni, si fonda il suaccennato calcolo
dei sistemi, il quale serve da solo & stabilire parvecchie importanti
proprieta delle algebre, -

Per lo studio di altre proprieta occorre valersi anche delle
coordinate dell’ elemento di un’ algebra rispetto ad una data base,
e vedere quindi che la definizione tradizionale di algebre ad =
unita ecoincide con quella data sopra. La trattazione di tale argo-
nmento discende con facilitd dalla definizione i algebra con Paiuto
del caleolo delle matricei, e si trova cosi il teorema’di C. S. PEIRCE
secondo 4l quale unw’ algebra qualunque di ordine = puo essere
appresentata mediante un sistema lineare di matriei quadrate
di ordine n + 1, o anche, se I’ algebra & dotata di modulo (unita
prineipale (7)), (11 ordine n.

Riguardo ai risultati ottenuti, aceennero solo ad alecuni, non
potendo naturalmente farne qui un quadro completo; e prescin-
dero, in questo cenno, dall’ ordine logico di deduzione. '

Si mostra di notevole importanza lo studio degli automoduli.
(elementi w==0 pei quali & w*=wu)(®), che sempre esistono in
un’ algebra, purch® non sia pseudonulla (°) Ad es., dato un auto-

(" Chiamasi modulo od unitd principale, un elemento w dell’algebra,
tale che per qualunque elemento ¢ dell’algebra stessa si abbia wwr = au = .
Si dimostra che un’algebra o non ammette alecun modulo o ne ammette
uno solo.

(3 B. PrircE e gli altri autori ameriecani ed inglesi, seguiti anche da
altri, ehinmano elemento idempotent un auntomodulo. FROBENIUS chiama
wnitd (Einheit) un tale elemento, chiamando invece Grundzallen quelli
che.eomunemente si chiamano le unitd (di una base). Il termine auntome-
dulo & dello Scorza.

() Le algebre pseudonulle risultano quelle, gli elementi delle quali
sono radici dello zero (cioé soddisfano ad un’equazione del tipo 2% =0,
con k intero e positive); anche tali elementi si dicono pseudonulli. La
denominazione & del Carran, Dagli autori americani ed inglesi é unsato,
in ugual senso, I’ aggettivo nilpotent. FROBENIUS chiama, senz’ altro, Wurzel
der Null un-elemento pseudonullo, e 1Wurzel-gruppe un’algebra psendonulla.
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modulo, I’ algebra pud pensarsi come somma di quattro sistemi
(di PEIRCE), la tabella di moltiplicazione dei quali & partivolar-
mente semplice; il che corrisponde alla possibilita di scegliere
una base dell’ algebra con parecehie costanti di moltiplicazione
nulle. Dallo studio degli automoduli lo Scorza ha potuto rica-
vare notevoli proprieta delle algebre con modulo, estendendo
anche alcune proprieta relative alla seelta della base, che SCHEF-
FERS e CARTAN avevano trovato nel campo complesso,

8i ha per le algebre una teoria della composizione (serie di
composizione, cce.), analoga a quella della composizione dei gruppi.
Qui citero solo il seguente teorema: Data un’algebra non semi-
semplice (*°) e non pseudonulla, ’algebra complementare della sua
sotto-algebra eccezionale & un’algebra semi-semplice, che non
& certo una zero-algebra di ordine 1. Questo teorema mette in
evidenza 1’ importanza che hanno, nello studio della struttura di
un’ algebra, le algebre pseudonulle e l¢ algebre semi-semplici.

Per le algebre pseudonulle si ha un teorema di WEDDERBURN
(che generalizza e precisa uno dello SCHEFFERS) che assegna una
opportuna e semplice scelta della base.

Per le algebre semi-semplici si dimostra che esse risultano
somma diretta (') di algebre semplici (**), che non sono zero-al-

(19 Si hanno le seguenti- definizioni:

Una sottonlgebra B di un’algebra A si dice invariante in 4 quando
ciascuno dei prodotti 4B, BA (prodotti di sistemi) & contenuto in B.

Un’algebra si dice semi-semplice quando & priva di sottoalgebre inva-
rianti pseudonulle.

Sottoalgebra eccezionale di un’algebra (non semi-semplice) & la sua
sottoalgebra invariante pseudonulla di ordine massimo (si dlmostra che
essa ¢ unica).

Una zero-algebra & un’ algebra nella quale tutti i prodotti sono nulli,

Data un’algebra 4, ed una sua sottoalgebra B invariante propria
(cive distinta da 4) il concetto di algebra complementare di B rispetto
ad 4 i stabilisce in modo analogo a quello di gruppo complementare
nella teoria dei gruppi, partendo dal concetto che due elementi x ed y
di un’algebra si dicono equivalenti, o congrui, rispetto ad un sistema §
dell’ algebra stessa, gnando x —y appartiene ad 8. La detta algebra
complementare & chiamata da MOLIEN ein begleitendes Zahlensystem del-
Palgebra A.

() Un sistema si dice somma diretta di pit sistemi S se & somma
i essi, ed inoltre il suo ordine & la somma de(rh ordini degli S:, e si ha

NiS, ——-O (i = gj

(%) Sono le algebre prive di sotto‘llgebre invarianti proprie. Un’algebra
semplice (dotata di modulo, nel corpo complesso) & detta da MOLIEN ein
urspriingliches Zahlensystem. ° /
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gebre di ordine 1 (WEDDERBURN); le algebre semplici (escluse
le zero-algebre di ordine- 1) risultano i prodotti diretti (*%) di
un’ algebra primitiva e di un’ algebra regolare () (WEDDERBURN),
¢ tale scomposizione & unica di fronte alla relazione di equivalenza
fra algebre (Scorza). Si vede quindi la grande importanza che
hanno, per lo studio generale delle algebre, le algebre primitive.

Come applicazione della teoria generale si ritrovano le pro-
prietd, molteplici e notevoli, delle algebre complesse e reali,
nonché le proprieta delle algebre razionali e specialmente delle
algebre razionali primitive, dalle quali, ad es., puo dedursi il noto
teorema sui numeri- algebrici che ogni corpo algebrico di gra,do 2
possiede numeri pure di grado =.

4. Delle algebre primitive, I’importanza delle. quali & stata
testé rilevata, sono note alcune proprietd generali ('*); ma per’
quanto concerne la effettiva determinazione di tali algebre, defi-
nite in un corpo numerico arbitrario (%), pochi risultati sono
stati ottenuti. ' ) :

Le algebre primitive.e commutative sono, manifestamente,
dei corpi numerici, e percid non presentano particolare interesse.
WEDDERBURN (") ha determinato tutte le algebre primitive in
un earpo finito, le qnali sono tutte commnutative, e percido corpi
numerici finiti esse stesse. Le algebre primitive, il cai ordine &
un numero primo, sore pure tiufte commutative, qualunque sia il
corpo numerico nel quale sono definite (SCORZA, libro cit., p. 329).

Il problema & dunque quello di determinare le algebre prl—
mitive, non commutatlve, in un‘corpo numenco infinito.

(3 Un sistema si dice prodotto diretto di due sistemi U e V quando
® il prodotto di questi sistemi ed inoltre il suo ordime & il prodotto degli
ordini di U e V, ed ogni elemento di-U é permutablle con ogni ele-
mento di V.

(44 Chiamasi regolare un’algebra, di ordine =2, isomorfa a qnella
_costitnita dalle matrici quadrate di ordine ». La denominazione & dello
Sconza. Queste algebre sono chiamate quadrate o simple mairic algebras

dallo WEDDERBURN, mairic algebras dal chxson, pioni dal SYLVESTER
¢ dal CarTaN; ecc.

(1) Vedasi il citato trattato di Scorza,e la Memoria d1 WEDDERBURN,
On division- Algebras, Transactions of the American Mathematical Socxety,
vol. XXIT ( 1921), pp. 129-135.

(*%) Nel corpo reale o complesso la questione & nsolutn completmnente
dal noto teorema di FroBENIUS citato al n. 1,

(#7) On a theorem on finite algebras, Trans. of the Am. Math. Society,
wvol. VI (1905), pp. 349-352. V. anche ScoRrza, libro cit.; pp. 450-454.
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11 Dickson (**) ha trovato un tipo di tali algebre, studiato
poi anche da WEDDERBURN ('°), il quale tipo pud, come ha no-
tato WEDDERBURN, essere definito nel modo seguente: Algebre pri-
mitive in un dato campo di razionalitd (*°) K, I’ ordine delle quuli
& un quadrato perfetto n*, che contengono un elemento i la cui equu-
zione minima (*') é un’ equazione abeliana eiclica di grado n

Al =0

coi coefficienti in K (ed irriducibile in K). LI’ esistenza di tali algehre
¢ stata stabilita da DICKsON per @ =2, n =3 ¢ da WEDDERBURN
per n qualunque. Per n==2 esse rappresentano la generalizza-
zione ad un corpo qualungue dell’ algebra dei quaternioni. Per
n=2 n=—=23 esse sono le uniche algebre primitive (non commu-
tative) dei rispettivi ordini 4 e¢ 9 (notevole teorema di WED-
DERBURN). .

Per n > 3, partendo da una proprieta notata da WEDDERBURN.
e studiando (con P aiuto di una opportuna rappresentazione per
mezzo di matriei) le proprieta di eerti tipi analoghi di algebre
(nron primitive), ho potuto mostrare, con un esempio per n — 4,
la possibilita di an altro tipo di algebre primitive, tipo analogo
a quello di DIcKsoN, ma con I'equazione f(i)==0 abeliana non
cicliea (2%,

Un terzo tipo di algebre primitive & costitnito da certe al-
gebre di ordine 8, trovate da DICKSON, le quali si riducono alla

(") Linear associative algebras and abelian equations, Trans. of the
Am. Math. Society, vol. XV (1914), pp. 81-46,

(9 A type of primitive Algebra, Trans. of the Am. Math. Soc, vol. XV
(1914), pp. 162-166. On division Algebras, Trans. of the Am, Math. Soc,,
vol, XXII (1921, pp. 129-135.

(*%) Deve intendersi precisamente: corpo numerico con sottocorpo fon-
damentale infinito. »

(*) Cioe 1’ equazione o -+ a,a*—1 4+ ..., 4 ax @ + ax = 0 (coi coefficienti
in K), di grado minimo, per la quale si ha & + «; it ... 4 i+ =0,
« essendo il modulo dell’algebra. I’ equazione minima si pud opportuna-
mente definire per ciascun elemento non nullo, divisore o no dello zero,
di qualungue algebra, dotata o no di modulo (in un’algebra priva di mo-
dulo ogni elgpmento non nullo & un divisore dello zero). Tale equazione &
chiamatn da We DERBURN identical equation; per il caso delle algebre
complesse dotate di modalo, & chiamata Ranggleichung dal MOLIEN, e
equazione caratteristica dallo SCHEFFERs e da altri.

(**y Sopra un tipo di algebre prive di divisori dello zero, Rend. Circole
Matem. Palermo, t. XLVII (1923), pp. 209:254.
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algebra di DICKsON -di 4° ordine estendendo .convenientemente
il corpe numerico nel quale le algebre stesse sono definite.

Che io sappia, nessan altro tipo di algebre primitive & co-
noscinto.

5. Nelle prime ricerche sulle algebre in un corpo reale o com-
plesso furono determinati tutti i tipi di algebre di ordine =, non
equivalenti, per n<<6, ed in alcuni casi anche per n =7 (B. PRIRCE,
CAYLEY, STUDY, SCHEFFERS, HAWKES, ecc.). Questo importante
argomento & stato teste ripreso dallo Scorza, considerando al-
gebre definite in un corpo qualunque. Con I’ uso dei progressi pilt
recenti della teoria generale delle algebre, egli, ha determinato
tutti i tipi possibili di algebre doppie (cioé con n-—=2) in un corpo
arbitrario (**); ha studiato anche alcune loro proprieta, e si & fer-
mato in particolare sulle algebre doppie primitive (che sono, come
sappiamo, particolari corpi numerici), le quali nou esistono pero
in qualsiasi corpo numerico: non esistono, {L/d es., uel corpo com-
plesso. :

A quest’ ordine di ricerche si riattacca il recente lavoro di
DicksoN, The rational linear algebras of maximum and minimum
Ranks (Proceedings of the London Math. Soc., 1923). Egli considera
solo le algebre definite nel campo razionale (I’importanza del qual
campo & gia stata posta in rilievo al n. 2), e dotate di modulo; pro-
cedendo con metodo elementare, senza adoperare i recenti sviluppi
della teoria generale delle algebre, egli determina tutte le dette
algebre irriducibili (poiché & gneste ¢i si puo sempre ricondurre)
di ordine n, ed aventi il rango (**j; » o il rango 2, assegnando per
ciascuna di esse una opportuna base. Per le algebre di rango =
vi & sempre una base del tipo (1,e, e ..., e"7%), onde il problema
¢ semplicemente quello di distinguere 1’ algebra riducibile dalla
irriducibile. Egli appliea poi lu teoria cosi svolta alla determi-
nazione di tutte le algebre razionali (con modulo) non equiva-
lenti, in 2, 3, 4 unita. '

Livorno, gennaio 1925.
FRANCESCO CECIONI

(3 G. Scorza, Le algebre doppie, Rend. delln R. Accademia delle
Scienze Fisiche e Matem. di Napoli, 1922, pp. 65-79.

(%) Rango di un’algebra (dotata di modulo) é il massimo grado delle
equazioni minime cui soddisfano i singoli elementi dell’ algebra.



