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SUNTI DI LAVORI ESTERI

Acta Mathematica, T. 45, fasc. 1 ¢ 2. — Segnaliamo questo fascicolo
dell’importante periodico, faseicolo pubblicato nell’estate scorso, ¢ che,
insieme ad una prefazione del sno fondatore ¢ prineipale redattore G. Mrrrac-
LEFFLER, contiene una preziosa ed inedita conferenza di Carro WEerER-
STRASS, tenuta dal Grande matematico nel Seminario matematico dell’ Uni-
versith di Berlino il 28 maggio.1884. Seguono quattro interessanti memorie;
di I. FrReDpHOLM, su un’equazione integrale a nucleo analitico ; di H. Bong,
sulla teoria- delle funzieni dette dall’ Autore « fastperiodisch » o guasi
periodiche : lavoro di grande importanza e di cui siamo lieti di poter
offrire ai Soeci delP?U. M. I, in queste pagine, un sunto gentilmente favo-
ritoei dall’A; di 8. MaNDELBROIT, sulla definizione delle funzioni ana-
litiehe ; infine, di O. Ovsrein, ulteriori ricerche sulla teoria dei corpi alge-
briei, continuazione di stndi iniziati dali’A. in una Memoria del 'T. 44 dello
stesso periodico.

H. BoHR (a Copenhagen). — Una generalizzazione della teovia delle
serie di Fourier.

©Mi permetto di presentare, nelle seguénhi pagine, exdietro
cortese invito del Presidente dell’ U, M. I.. un breve sunto di
un lavoro da me pubblicato nel T. 45 degli « Acta Mathem:a-
tica », sotto il titolo: Sulla teoria delle funzioni quasi periodiche.
Mem. L: una generalizzazione della teovia delle serie di Fowrier.
Le funzioni f{x) della variahile reale x, ¢h’io considero, vengono
supposte definite e continue in tutto 1'intervallo — oo << <Toc.
Per. comodita, -ho preferito . considerare oscillatori ecomplessi
¢” = ¢0s & -+ i sen ¢ piuttosto che operare su oscillatori reali cos «,
sen z, ed & ammissibile che la /() sia complessa, f(x) = ux) + v(w).
Affinche una funzione f(®) ammetta una decomposiziohe in
oscillatori armonici, cioe uno sviluppo in serie della forma

gl inkx
2 a,e y

N0
dove gli esponenti nk formano una progressione aritmetica, & eo ipso

' Coa . 2 .y
necessario che essa sia . periodiea col periodo P=7 ed il clas-
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sico risultato defla teoria delle serie di Fourikr da — in linca
generale — quésta condizione della periodicita come suﬂicxente
per la defta decomposizione armonica. .

Nella mia Memoria viene cercato di porre la teoria delle serw
di FOURIRR su di ung base pil l,ng(m, sostituendo una de(‘()mpo—
sizione pilt generale n quella di una funzione in oseillatori armo-
nici. Quali funzioni f(x) 8 potranno in gener ule decompone in. una
successione numerabile di oscillatori per wdwz, cioé in una serié detla
Jorma

. - Y
~o i\ 4 =
] €T

2 a,

nad i e

Sormadove. gli . exponenti-7n sono -numeri eali, del. tutlo quelsiansi
(mon prefissati) mentre- i coefficientias sono:eostanti: complesse ? -

Bi- trova-non difficitmente, e guidati. da; -esempi:semplici, .che
deve entrare in gieco una certa specié di periodicitd i1-senso Jato.
Per meglio- renderne’ conto, introdueo, mediante la segueut«e deﬁ»
nizione, il concetto di-numero di trasporto (). . - N

Qualora, per una data: funzione f(x)(— co/x/’OO)’ Gd‘?m
dato & (- 0) esisle wn numero T che, .per ogm x, &oddtsjz alla disu-
guaglianza -

| /u'+ t) — fix) | < e,

T sard detto « numero di trasporto’» della funziowe t(xj, relativo ad <.

Alla domanda posta dianzi, si risponde semplicemente che la
funzione (~er(mm deve essere vmatteruz(mta, dal, fatto che esista
un . d. t. per ogni c‘>0 ¢ ehé 1" insieme i titsi i n. d. t.
relativi ad un medesimo ¢ non abbia mai « lacune » arbitraria--
mente grandi. Io do a queste. funzioni il nome di « quasi perio-
diche » (*). La loro definizione & precisamente la seguente:

Una funzione f(x) continna per — od << X ~.oc 8i dird quasi
periodica, quando per ogni = >0 vi ¢ una lunghezza 1 =1(¢) tale
che ogni intervallo o << x < 3 di hmghezza 1 contenga, almeno un n. d. t.
= —=1(e) relativo ad <. : - : ‘ IREIRE
Per la costruzione della teoxm di eodeste funzmm, si dnnostm
dapprima assai qemphcemente che ogni tale fnnzione é, in tutto
U intervallo — oo << X < oo, limitata ed_uniformemente continua.
Segue il teoremn essenziale ed alquanto pilt remoto, che il con-
cetto di quasi periodicity & invariantivo rzspetto ulle opemzzom rozio-
nalz ai oaioolo' preus&mente, che ]a somma, la (hﬁerenzﬂ‘ ed 11

M :N’el' 't;e's:ho tedesco’ .Vét'éc){iéliiings ahl Per 11 seguitofé' mum 1’ abl re— A
viazioné ‘. d. ¢, (Nota del traduttore). / o
%) Fast periodisch nel tésto tedeseo.
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prodotto di due funzioni quasi periodiche sono sempre quasi
" periodici, ed anche il quoziente, se il denominatore non puo ap-
prossimarsi arbitrariamente allo zero. Si trova poi che la funzione
© limite di una successione, uniformemente convergente per — o << X << oc,
di funzioni quusi periodiche, & pure quasi periodica. Da questi teoremi
segue subito che la classe delle nostre funzioni non & al certo
troppo «stretta »: infatti, essendo gli oscillatori peri dici ael™™
un caso speciale delle funzioni quasi periodiche, risnlta che

¥ .
-ogni polinomio Zar,,e”‘"x ed ogni serie uniformemente convergente

Za e“"“’ hanno come somma una funzione quasi periodica.

“Un problema plu difficile & invece quello di mostrare che, in-
versamente, la classe delle nostre funzioni non & troppo-«larga »:
e precisamente che ogni funzione delin classe puo eftettivamente
decomporsi in’ un numero finito, o in una infinitd nomerabile di
oscillatori puri a, "%, A punto di partenza della dimostrazione vale
1a seguente considerazione. Qualora f(x) fosse rappresentabile nella
forma Za,e*?®  si potrebbe tentare di determinare i coefficienti —
in perfetta analogia colla determinazione dei coefficienti di una
serie di FOURIER fix) = Ba,ek* che sono dati mediante la for-

~mula 4'».:IDJ‘/(.@\,@“"""‘W:}& — moltiplicando la serie per e~
0

T—e o Ly

T
indi-applicandoal prodotto il Tim 1 ( Ed infatti si ottiene suhitb,
0

) e
in codesto modo, per essere

T

lim _I N Jp — ‘ 0 per
Tewno 1 ( 1 per n :0’
0

una determinazione formale di a,, e cioe

.= lim (e g,
. a T_WTJ” @

Allo svolgimento di questa idea, ciod alla formazione della
espressione (1), si oppongono tuttavia due inconvenienti. Anzi-
tutto non si conoscono i valori degli esponenti A, (poiché per
noi non solo i coefficienti a,, ma anche gli esponenti A, si devono
desumere (lalla funzione Sflw)); in secondo luogo, non sappiamo
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a priori se esista il valore medio, poiché esso si riferisce ad un
intervallo infinito. A questi due inconvenienti si pno pero ovviare
senza difficoltd. Bd infatti non & difficite di dirbostrare che ogni
Sunzione quasi periodica f(x) ammette wn ralore medio, che ciod
I’ espressione ’

T -
1 , :
T j‘(w)d.r
4 .
ed anche, per ogni fanzione z-—=21'), I’ espressione -
ot oo
1 ..
) Sfim)dx
o . ’

tende, per T—.~., ad un limite che indichercmo con M fiz); ¢
ne segue, essendo e~ periodiea (e quindi’ anche quasi perio-
dica e pereid lo & pure il prodoito e~ fie), ehe per ogni ). reale
esiste il yalore medio ' :

’

v
1.
Jim s
U

Dx .

Indicheremo questo valore medio M : fire=™ con %), e con

cio viene determinata una fuhzione w )) definita dua - oo a o<,

L’ altra questione, quella degli esponenti 7, « .appnrtenentl »,
alla funzione, si intavola nel seguente modo. Cominciamo ¢ol eon-
siderare un numero finito di valori i, siano 7as 7 gy i AN (()Strm(mﬁ)
di questi i relativi valovi medi aidj).., adye. tormmmo qn}ndx -
collegandoci ad un procedimento corrente uell,l teori ia delle fun- .
zioni ortogonali — il valore medio i

N ‘s
M (fae) — Bal),)ett e 2,
1
Caleoli di carattere elementare ci portang all’identité’
N RS VR
(2 M| fiey — ua ) )6t 2 = M f( {’ L= 2] a0
T

Ne segue sunz’ altro la disuguaglianm..

Casa a1

(@ ‘ Z |al,,)|’<M r(.r) B

n=j

dove le X, sono numeri reali fra loro diversi, del ft‘u_t,h)"ﬁ‘i"bi:’tmri",'?
ed in numero qualunque, poiche il primo menihro della (2 & il valot
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medlo (h una funzlone reale certamente = 0. Da questa disngua-
glianza econcludiamo_che per ogni 5> 0 fissato esiste al pilt un
numero finito di valori A pei quali a()) sia numericamente > 3;
ed applicando ¢id a =1, %, %, giungiamo al risultato fonda-
mentale che esiste al pia un insieme numerabile di numeri X,
pei quali il valore medio a(\)= M ! f(x)e—1*X ¢ diverso da zero. Vi
sono dnnque valori distinti di A, che c¢i danno gli esponenti
cereati; li indichiamo (in an qualunque ordinamento determi-
nato) con Ay, A,y.ey A,y.. ed indichinmo con 4,, 4;,.. 4,,.. 1
rispettivi valori medi a(A,), alAy)y ..., afA,), .. Seguendo HURWITZ
nella teoria delle ordinarie serie di FOURIER, scriviamo

fiz) o DA, gihnr

¢ chiamiamo la serie dél secondo membro serie di Fourier apparte-
-nente alla f(x), e le-A, ed A, rispettivamente esponenti di Fourier
e coefficienti di Fourier della funzione quasi periodica fir). Faccio
‘subito notare come la denominazione di « serie di FOU-R]ER » per
la nostra serie NA,eld% § lecita in quanto, come & faclle vedere,
essa ricade sulla ordinaria serie di FOURIER se la f(x) & propria-
mente periodica. Faccio ancora notare, cosa pure facile a vedersi,
che gli ésponenti A, non sono assoggettati ad aleuna condizione,
nel senso che una successione numer: bile qualsiasi di numeri
reah pud_ essere assunta come esponente ‘di FOURIER di una fun-
zione qnasi penodma da scegliersi convenientemente; codesta suc-
cessione pud dunque essere anche densa in tutto un intervallo.
e Con cid, ad ogni funzione quasi periodica & subordinata una
serie SAnetAnX univocamente determinata. (continua)

GrORGES J. REMOUNDOS, in Ateneé: Sopra-un teorema generale rela-
tivo all’estensione del teorema di Picard ogli algebroidi multiformi.

12 Al ¢i comunica il-seguente breve sunto di.un lavoro che
compaure\km lingua francese, negli « Annali di Matematica ».

Sia : ‘

Flz, w)y=u + A\(z/uv—) 4+ A,2)uv—2? 4 . + Ay_j(?)u + Av(-’{)

un polinomio di grado v in u, i cui coefficienti A,(z) sono fan-
zioni qualsivogliano e. consideriamo v valori finiti o distinti
Uyy Wgy Ugy e Uy di U

-...-Paniamo :

“) e ;:.‘3»:?: ‘ k—i F(zs ut):ft(z)~ , ' o _(i'_,‘=1»‘,3» 3, ")
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ed eliminiamo la A%z fra queste v+ 1 equazioni (1). Il risul-
tato di questa eliminazione

(2 qfizi 4 q,/1(2) + q.1(2) + o fi(z) = Q.

non potrebbe decomporsi (spezzarsi) per piu di v— 1 valori di »
diverse delle w,, #,,..u%v: se vi sono tali valori, essi verranno.
dettt eccezionali. Essi possono esistere solo se fra le A4,(z) passano
relazioni lineari a coefficienti costanti.

In partieolare, se vi sono k tali relazioni, il numero dei valori
eccezionali delle w,,*uy, ... w» ¢ al pilt uguale a k: & altronde &
evidente che i valori dati w; sono eccezionali, e, per conseguenza,
il numero totale dei valori eccezionali non puo superare la gunan-
tita k 4+ v, che & uguale al pin a 2v — 1 (I’ infinito non compreso)
poiché & k<<v —1.

Si ha in cid un teorema assai generale di natura puramente
algebrica, di sui un lato assai particolare & il mio teoreina sulla
estensione alle tunzioni algebriche multiforini del celebre feorema
di PicAnD, che ho enunciato nel 1903 e pubblicato nei suoi par-
ticolari nella mia tesi di lauvea presso 1’ Universita di Parigi e
simultaneamente negli « Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse ».

15 ottobre 1924, .



