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PICCOLE NOTE 201

costante (1); in particolare, per I’eqnazione ipergeometrica, che
& una speciale equazione del secondo ordine del tipo (1), la tra-
sformazione (2) permette di determinare I'integrale generale, sotto
forma di integrale definito (%) -

Non sembra sia stato osservato che se nella (1) si rignarda
invece la x come variabile reale, si perviene a risultati analoghi,
sostitnendo alla (2) la funzione

z

(3) a) :’y(t)(x t)*dt,
O

dove 2 sia una costante, reale o complessa, con R(x) -~ —1 (3).

In questa Nota vogliamo limitarci a mostrare che con la
trasformazione (3) si perviene ad integrare per (uadrature (nel
campo reale) Uequazione

4) (ar® 4+ bre 4+ o)y + (dr + ey + fy =0,

eon @, by.., S costanti reali; e che cogli stessi mezzi si risolve
Pequazione di LarLAacge del secondo ordine

i5) (agr -+ biy" 4 (a2 + b)Y + (age + by =0,

dove le a;, b, siano costanti reali (4.

2. Trasformazione Junzionale. — Anzitutto, cambiando nella (3,
tin z —t, si ottiene

w
23

()= ’ ylr — t)*de,
0

(Y) Cfr. PincHERLE, Delle funzioni ipergeometriche e di varie questioni
ad esse attinenti, Cap. VI; «Giorn. di Matem. di Battaglini », 1894,

(3) Cfr. PINCHERLE, l. cit., ed anche: Gli elementi della teoria delle
funzioni analitiche, parte prima, eap. decinosettimo,

(3) Al limite inferiore dell’ integrale al secondo membro della (3) si &
posto, per comoditd, lo zero; ma le proprietd della trasformazione restano
invariate, sostituendovi ana qualunque altra costante reale.

(%) Relativamente alla (5), ved. ScHLOMILCH, Compendium der holeren
Analysis, 1879, II Bd., ultimo capitolo; Goursar, Cours d’Analyse Math.,
T. 11, 1905, p. 440 e segg. Speciale interesse presenta 1’ equazione che si
ottiene dalla (5) supponendo nulli tutti i coefficienti, eccetto b, e a,; essa
#’incontra nell’integrazione di una nota equazione alle derivate pavziali del
second’ordine. Cfr. TricomI, « Memorie della R. Aceademia dei Lincei », 1923.
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e quindi, derivando successivamente,

@

z’(x).:(fy'(m — ytrdt + ya*,

i}
x
2 () = Yy (v — O dt + ay@*—! + y'xx,
o
con <
Yo== ?/(Q)a ¥o=y10) (Y);
ovvero CN
@x
(6) Jrttra—ora=40) - g,
5 )
x .
{7 Iy"('t)m; — %At = 2" (x) — ay*—t — Y X
V]
Si ha poi
x @®

Jty’(t)(w — t)*dt :.—.JJJ, — (@ — Yly'(t)w — ty*de
0 ' 0o

w
= a7 () — y,o*] —'J?/"tfw, — ty*iidt;
v

e con una integrazione per parti
8) jy’tt}(w — )2t = — yr* 4 (x + e(w);
0
perv conseguenza
¥
9) jty’(t)(w — H*dt = w2 (x) — (2 -+ 1)z(x)

Y

0
In modo simile si trova
. @x ‘
(10) Jty"(t)(w — §*At = " (@) — (2 + 1)2'(2) + y,2%
kr ‘U .
() Si pad sempre Fitenere che la (4), o la (5), sia data in forma tale,

che si possano assegnave ad arbitrio valori finiti per y(0) e y'(0); percheé
questa ‘condizione sia soddisfatta, basterd, eventualmente, eseguire un

opportuno cambiamento di variabile.
i ) \

[
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Notiamo aneora che
K n

Jt’y”d}(w — t)xdt = ‘y”(tu‘w — f)* 12
& .

0
@ e

“+ sz ty () — ¢)*dt — w”Jy”(t)(x — t)xdt;

v 0

con una integrazione per parti, e coll’aiuto della (8), otteniamo
Yy —— Al = -y e (o 2] Lz — g 1],
U]

« infine, valendoci anche delle (7), (10,
ur

(11) Jt’y"(t)mr — 0*dt = w2 By = 1wt - Ll 4 D)z,

3. Integrazione della (4). — Per quanto precede, cambiando
nella (4 in t, moltiplicando per (x —82dt. ed integrando poi,
tra i limiti zero ed ». otteniamo Uequazione differenziale per z

(12) (a.zc2 - bx o)z (w) + [ d — 2a{x 4+ 111w 46— hx+ 1)] 2 (@)
4 |alz = )2+ 2) —d(x 4+ 1) + f]2(0) = P(x),
con ‘
Gy = [1e — bjx + ox|x* 1y, + cxry’,.

Posto ora £ =+ + 1, se si puo seegliere 2 in modo che sia
(13) afr 4 la — d)f + f =0,

la (12) diviene del primo ordine per z'(x), ¢ si risolve immedia-
tamente. Determinata poi la z, si otterra la y come boluzwne
dell’ equazione integrale (3) ().

Ma perche questo sia possibile, occorre che la (13) ammetta
una radice con parte reale positiva. Nel caso contrario, posto

(1) Ved. VorTerRA, Legons sur les equations intégrales, etc. (Paris 1913),
pp- 34-39. B superfluo avvertire che, se la parte reale di « risulta positiva,
bastera derivare la (3) un.numero conveniente di volte, per ridurre la (3)
stessa all’ equazione di ABE).
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2, =2 ed inoltre

i =a—2aa+1), e,=€—b(x+1), fi—=alx+1){e+ 2)— dix+1)+
dall’ equazione

(12)  (a@* +bx + 02" o+ (da +e))z, + fiz = D,

con p derivazioni segue

(14 . (@@ + bx + )2, + [(d, + 2pajx + e, + pbl2, +
' .+ [fi+pd, + p(p — lia)z, = OP(x),

come-agevolmente si dimostra per induzione; e per quest’ ultima
equazione la (13) e sostitnita dall’ altra

akt + [a —d —2pals + plip - Lo+ d] + =0,

le cui radici sono guelle della (13) aumentate di p. Basta dunque

scegliere p opportunamente, perche la limitazione richiesta per x

risulti verificata. Si potra cosi ottenere 2',, e con p + 1 suceessive

integrazioni la funzione =z, :
Per a =d =0, la (12) diviene

(15) ' b+ c¢)z’ + e + fz=0,

con e,=—é¢e — b(x+ 1), e il procedimento precedente non & piit
valido, non potendo pil sussistere, per f==0, la condizione (13).
Notiamo allora che cambiando, ove occorra, il segno dei coeffi-
cienti b, ¢, e, f, e della funzione ®, possiamo ritenere che il
binomio bz + ¢ risulti positivo, quande la x mantenga un segno
opportuno. Posto quindi ‘

N ‘2 e
(16) t:b-\/bwfc,

la (15) diviene

e 12 Tde ,
;i—t; -+ t— lg e, — 1] ;{t‘ +f2’(t} - lIJ'(t’),
con ‘
b — 4¢
IIJ'(t) =@ (T).
Ora, se si puo assumere
_¢_3
O I
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si ha V equazione

d*z _
ﬁ;A}—jz_‘lJ(t),

che & subito integrata. Si richiede, per questo. che il rap-

e . . .1 . -
porto 3 sia maggiore di Se cio non fosse, derivando p volte

éc
Ja (15) troviamo I’ equazione
(bx + ¢)2", + (e, + pb)d', + [z, — dP(x),

che, col cambiamento di variabile definito dalla (16), diviene

d’z 112 1 dz .
{17) dt’?+t b(el+pb) — 1J ;l—tJ’+jzp:llf,7(t),
essendo '
242
W= ()

Perché la (17) manehi del secondo termine al primo membro,
deve risultare

@
3]
— 5 +P;

B
I

VRN

si potra dunque scegliere p in modo che sia o> — 1.

4. TIntegrazione dell’ equazione (a,X —+ bey" + (a,;x + b))y -+

4 {a,X + b,)y =0. — Se a, ed @, non sono simultaneamente
nulli, posto ' :

‘ o= ety

dove k sia radice dell’ equazione.

“agk® + ak + a,—=0,
si ottiene ‘ ‘
(18) (bx + e)p" + (dw + e}’ + fp =0,

con b, ¢,...., f costanti opportune.

bl
. L =5 .
Se a,=0a,=0, (¢ a,4=0), posto p=¢ "y, troviamo

i ) - . b.2 .- .
' ,b?q’“ + <azx + by, — I;)—ﬂ):p; 0;






