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Sopra un teorema di Noether. L

Nota di CArLO Rosari

B noto come il « Liickensatz » di WEIERsSTRASS sia stato da
NoRTHER () generalizzato con la proposizione: In un gruppo non
speciale G di n punti sopra una curva £ di genere p > 1, & possibile
ordinare ¢ punti in guisa che, detto G, il gruppo costituito dal
1° 2° .. im° punto, fra le funzioni razionali dell’ ente aventi come
gruppt di poli i gruppi G, (i =1, 2, ... n) manchino quelle corrispon-
denti a p valori dell’ ovdine.

Pero ’ordinamento del gruppo dato da.NOETHER pud non
rispondere alla condizione richiesta se non si tiene conto di una
osservazione la quale, sebbene semplice, & essenziale per il rigore
delle dediizioni. Credo percio non inutile esporre la dimostrazione
del teorema. come & stata da me svolta nel corso di Geometria
superiore tennto quest’anno nell’ Universita «di Pisa.

In linguaggio geometrico la proposizione puo enunciarsi cosl:
Dato sopra una curve f del genere p > 1 un gruppo non speciale G
di n punti disposti in un ordine qualsiagi, ¢ tudicato con G, il gruppo
costituito dal 1°, 2° ... im0 punto, il numero delle serie complete |G,
=172, ..n) dotate di punti fissi ¢ > p; ed esistono ordinamenti del
gruppo per oui le dette serie sono in numero di p.

La prima parte del teorema & di dimostrazione immediata.
Sia infatti P, il primo punto del gruppo, e ¥ indichi il sistema
lineare delle curve o, aggiunte di ordine m — 3 (m essendo I’ordine
di /). Le o passanti per P, formano un sistema lineare ocr—?,
X, avente fra i suoi punti base al pit uno dei rimanenti punti
del gruppo. Se P, & il primo dei punti seguenti P, non contenuto
in tutte le curve di El, le curve di X, passanti per P, , formano
un sistema lineare ocr— che non potra avere fra i sum punti
base tutti i punti seguvntxz)J Cosi continuando, si giungera a
un punto P, e aun sistema 3 T, =% cioé costituito da una sola
curva ¢, la quale conterra l’iﬁ_2 ¢ tutti i punti del gruppo che -
precedono questo punto, ma non tutti quelli che seguono. Se
allora P; - ¢ il primo fra i punti seguenti P,»p_'z non apparte-
nente ﬂ,lla detta curva ¢, le serie complete individuate dai
gruppi Gy, G; .. G‘,-p_l ammettono rispettivamente, per il teorema

(1) Nowrdur: Beweis wund Erweiterung eines alyebraisch-functionen-
theovetischen Satzes des Herrn Weierstrags, « Journal fiiv die reine und
angewandte Mathematik », Bd. 97 (1884,
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4
di ridnzione, i punti fissi P, P, , ... P, _ . IL numero delle serie
PG (=1, 2, .. n) dotate di punti fissi & dungue > p.
Si indichino ora con

(2) A, A, A, .. A4,

i punti del gruppo dato Tisposti in un ordine qualsinsi ¢ suppo-
niavo dapprima che imponendo alle curve » del sistema ¥ suc-
cessivamente il passaggio pei punti A4, 4,, .. si ginnga ad un
punto A4, tale che le p per 4,, 4,, .. 4,-contengano di conseguenza
altri punti del gruppo. Dicendo @, uno qualsiasi di questi e sup-
ponendo che A4, xia il primo punto di (%) per cui si verifichi la cir-
costanza ammessa, le condizioni imposte alle o dai punti 4, ... 4,
saranno indipendenti, mentre Ia condizione imposta da @, & dipen-
dente da guelle; ma la dipendenza puo non essere in senso stretto (1,
In tal caso potremo, sopprimendo nel gruppo A4, .. 4, alcuni dei
punti 4, .. d,-,, far s} che la condizione imposta da @, dipenda in
senso stretto da quelle imposte dai punti rimuanenti. Dicasi I, P, .. P
il gruppo dedotto da A4, ... A, dopo questa eventnale soppressione,
Lie curve di X passanti per I’} P, ... Py formano un sistema lineare ¥,
di dimensione p - 1 — 10 2> 0 ¢ tutte contengonn . Supposto ehe
contengano altri punti Q, ... Qv di G, il grappo ’

‘]\) ) I?, ves l’:[, ()] .o (()v
possiede. le proprieta:

a) T punti Py .. Py impongono condizioni indipendenti alle
curve del sistema X,

b) Le curve di X per P, Py contengono tutte i punti

Q) Qo Ov .

.

t') Se, dato un sistema lineare =/ di curve
Y e TR ST B VET R {8

un geappo A, ... 4/ di  punti impone 7 — 1 condizioni alle curve del sistenn
¢he debbono contenerli, 1</ 4- 1), In matrice

in eai g indiea il risultato delln sostitnzione in 1. delle covrdinate del
p‘llht()‘A,‘, & nulla (¢ioe sono nulli tatti 1 suoi minori di ordine O ma non
¢ nulla una almeno delle matriei dedotte da essa sopprimendo unn ripa,
Se, quatlunque sia In riga soppressa, ka matrice ottenuta & sempre = 0, i
dice che lo condizioni imposte dai punti 4, .. A/ sono dipendenti in cense
stretto, o che una di esse dipende inscnso stretto dalle rimanenti.
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_ o) La condizione imposta da @, alle curve di X -dipende
in senso stretto da quelle imposte da P, ... Py,
Si tolgano da () i punti del gruppo (1) e si indichino con .

(;j) ) . Bl B2 oo B”_(,J'""”

i punti rimanenti in un ordine gualsiasi,

Se 8 p—1—p_ 0 ese’in (3) esiste un punto B, tale che le
curve di- ¥, per i punti B,.. B (,onteng(mo wltrl punn di (),
potremeo estrarre da (3) un’ gruppo

@) oy, @@,

avente rispetto a I, le stesse proprietd @) b)¢) che il gruppo (1) ha
rispetto 'a 3. Diremo I, il sistema di dimensione p—1—p—p, >0
costituito dalle surve di I, contenenti i punti (2) e

’

. R ) y ) . .
() 0; 0y . (/“—-(p.+v)-(p,+vi)

i punti rimanenti di (3) disposti in un ordine qualsiasi.

Se® p—1—p—p, =0 esein(y) esiste un punto C,, analogo
ai punti 4,, B,, si operera su (v) come gia facemmo su {(x) e su (3.
Il procedimento si arresterd quando si giunge a un k™ grappo

(h—1) (h=—1)

(k) pe-v P , Q0L Q.

Wr—1 ’k—]

cui corrisponde un sistema 2, di dimensione

Pl — e — e =0, .
ovvero quando, pur essendo

‘ p—-1— KL"'p'l—'"_P-k—1>0v
nel gruppo
()\) ) Ll L2 o .Ln—(]-l_FVj_..,A—(uk_l+vh_1)y

ottenuto da («) dopo avere soppressi i gruppi (1) (2} .. (k), non
esiste aleun punto I, analogo ai punti 4,, B;, C, ...

Nel 1° caso si indiehi econ P,® uno qualsiasi dei punti (}),
con Q. @y, (vi=n — (p+v) — v — (faey + Vay) —]) i rimanenti
e si dlspongano i punti di @, nell’ordme

Pyw Py Q. Qvi Py Py, Qo Qoo
(k-—1) (R

. -1 V.33
I P;”"”..,P Qx(k—l)"' Q"h 3 (m Q W v Q ‘
1 1

pr—y’
fiv 41ty A+ e gy 1T =p\
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Nel 2° caso, posto p—1 - p—p; — v — Hyy =y, POr i punti
L, L,... Ly, passera una sola carva di X, la quale non conterra aleuno .
dei punti rimanenti. Si consideri allora il gruppo L, .. Lpy Lin+1s
se, sopprimendo in esso uno dei primi p, punti, I’unica curva di Z,.
passante per il gruppo residuo contenesse altri punti di (), sarebbe
possibile, cambiando P ordine, estrarre da (3) un ulteriore gruppo
analogo ad (1. Un caso nuovo si avra dunque supponendo che lu

circostanza suddetta non si verifichi. In questa ipotesi, deno-
k) (€3]
teremo e¢on P ... P P i punti dell’ultimo gruppo conside-
B gl
)
rato, con Q% .. Q,,]., (Va=n — () — = (e = Vpey) — Py — 11

rimanenti punti di (7 e disporremo i punti di @, nell’ordine

l)l wor .1)[1, Ql .o QV H P’l vor P'” Qlf_l,l oo lel; e s

. (k=—1) (k—1)
D —1) (k—1) .
P, Pm‘_’, Q, @y
i1 )

(€3] ) tky

P» .. P P 0O,% ..
! B Pyett? h th

(= Py e = ey 1, = 1= D).

Cid posto, & facile provare che in entrambi gli ordina-
menti (L) (I ogni gruppo @, terminante aun punto P individaa
una serie completa avente questo punto fisso. Se P appartienc
al 1% 2°., k™o grappo. ¢io si deduce, in base al teorema di ridu-
zione, dalla condizione «) cui soddisfano questi gruppi. Per il
gruppo dell’ordinamento (I) terminante a P,'® la proprieta deriva
dal fatto che sopprimendo in esso questo punto, 1V unica ¢ passante
per il gruppo residuo non contiene il punto stesso. Infine peri gruppi

k) (hi
che nell’ordinamento (II) terminano ai punti P,% .., PlrL ) P;L 1 la
k a

proprieta discende da c¢ido che i primi p, punti presentano alle
-eurve di X, condizioni indipendenti e che 1’unica curva di X,
passante per essi non contiene il (i, -+ 1)"°. Se ora si prova che
ogni gruppo G, terminante a un punto @ individua una serie com-
pleta priva di punti fissi, il teorema sara dimostrato.
Consideriamo dapprima la serie individuata dal gruppo
P,..Py Q,. Per essa non & fisso @,, sempre in base al teorema di
riduzione, per la condizione b) cui soddisfa il gruppo (1); ¢ nem-
meno alcuno dei punti precedenti, giacche, se, ad es.,, P, fosse
fisso, il gruppo P, .. Py Py, .. Py @, imporrebbe alle curve di I
una condizione di meno di quelle imposte dal gruppo 7, ... Py Q,, ¢
quindi p—1 condizioni. Ma allora le curve di Zper P,... P, Pr ... I
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dovrebbero tutte contenere @, il che contraddice lu condizione'¢)
cui soddisfu il gruppo (1). Per i gruppi G, terminanti ai punti @,.. .Qv
la proprietd si verifiea subito per induzione.

Per i punti @ del 2° 3° ..k"° gruppo che sono stati ottenuti
allo stesso wmodo del 1° si pud procedere ancora per induzione,
cioe dimostrando che la’ proprietd sussiste per i punti Q del
gruppo (I+ 1) quando si supponga verificata per quelli del
gruppo 1", Percio bastera limitarsi al primo @, gineché per gli
altri vale lo stesso progedimento induttivo tenuto per i punti
del 1° gruppo. Ora che la serie completa individuata dal gruppo @,

)

terminante a @, non ha fissi né questo né aleuno dei punti P, . P
. : iy

si dimostra con le stesse considerazioni futte per il gruppo termi-
nante a @,, sempre invocando il teorema di riduzione e le condi-
zioni &) ¢/ cui soddisfa il gruppo (/); dall’ipotesi fatta discende
poi c¢he non ha fisso alcuno dei punti precedenti P,

Rimane infine a considerare il gruppo G, terminante a Q,®,
La serie completa individuata da questo gruppo non ha fiuso aleun
_punto della coppm N ALY ovvexo aleun punto del gruppo-

p® ...P P w0 @7 (be(,ondochg Gi appartiene all’ ordinamento U

ea quello II)) perché sopprimendo in esso un punto di quellw
coppia o un qualsiagi punto di questo gruppo, il gruppo residuo
& non speciale. Non ha poi tisso alcuno dei punti precedenti, per
la superiore dimostrazione. '

Osservazione 1. B chiaro che la dimensione di ogni serie | @]
ugnaglia il numero dei punti Q contenuti in G, e che la serie
deferminata da un @; terminante a un punto P ha fissi questo
punto e i punti P dello stesso gruppo ad esso precedenti.

Osservazione II. Dagli ordinamenti (I; (II) se ne possono
ottenere altri soddisfacenti alla condizione richiesta. Tali' sono
i gruppi ottenuti 'da (I) (II):

a) permutando i punti P di ciaseun gruppo;

b/ eseguendo sni punti @ di ciascun gruppo le permuta-
zioni che lasciano fermo il primo pll(llx)t(); _

o) trasportando i punti @, ... Qv] del gruppo im° {1=1, 2.., k)
alla destra di uno qualsiasi dei gruppi successivi.

Osservazione III. Nell’ordinamento di NOETHER, dopo aver
determinato il gruppo (1), si considerano i punti Py, Py, Py, ... che
impongono successivamente nuove condizioni .lle ¢ passanti gia
per il gruppo (1), e tali punti si dispongono di seguito ad (1) separati
dagli eventuali gruppi di punti che non impongono nuove condi-
zioni alle ¢ passanti per (1) e successivamente per i punti suddetti.
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Mu se aleuni dei punti Py, /’p, Ppg ... 8i susseguono, pud avvenire
che la gerie individuata dal gruppo terminante al punto succes-
gsivo a un tal gruppo di punti susseguentisi possegga punti fissi
e quindi essere’ > p il namero delle serie | G| dotate di punti fissi.
Se ad es. (eseludendo il easo iperellitico) i punti Py, Pp 4y Piiss
della earva eanonica individuano un piano contenente un nlteriore
punto Py, della curva allineato eon P, ., e Pu,,,, la serie
individuata dal gruppo terminante a P, ., possiede Pp, come
punto fisso.

Pisa, 25 maggio 1924,



