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PICCOLE NOTE © 1587

il che non & lecito; e, per sommar la (3), integra rispetto: ad « i
due membri dell’ equazione precedente (dopo averli divisi per «?)
nell’ intervallo (0, 1), il che non & neppure giustificato.

I’ HELMERT (), per determinar la somma della (1), segue il
procedimento dello SToKES, senza riuscire a giustificarlo intera-
.mente; sebbene egli sia il primo (almeno per quanto io sappia),
che dimostri rigorosamente la convergenza della (2), nel caso pre-
detto, e ne assegni la somma, partendo da un’espressione di X,
dovuta al MEHLER (*) e facilmente deducibile dalle note formule
di DIRICHLET. ‘ '

Dopo la dimostrazione dell’ HELMERT, é poi facile giustificare
il procedimehto del P1zZETT1 per sommar la (3} e quindi quello
seguito per la (1). '

Ma lo studio delle serie anzidette, e di altre pitt generali, si
fa_assai meglio e pitt rapidamente, giovandosi della formula di
LAPLACE, anziche di quella del MEHLER: in particolare, le somme
delle (2) e (3) si ottengono subito in modo diretto.

2o Sia

(4) , > a. X, (cos v,

n=10

la serie proposta, dove i coefficienti @, sono numeri reali o com-
plessi; e limitiamoci a considerare il caso che y prenda-valori
reali. Per la formula di LAPLACE, si ha

= - Tt
r=—n 1
(%) Z e, X, (cos y) EJ Z‘ (cos v + ¢ sen y cos )" do.
(U )

r=20
Posto
(6) Z==CO8 Y + 1 86N Y COS ¢,

ge la serie di potenze
U @y + 02+ @2t + e

ha un raggio di convergenza R maggior d’uno, la (7), considerata
come funzione di p,& assolutamente e uniformemente convergente

() Diemathematischen und physikalischen Theorieen der hoheren Geddasie
(Lipsia, 1884), Vol. 11, pp. 251-253 e pp. 54-55.

(» Vedi Hriwu: Theorie der Kugelfunctionern (Berlin, 1878), Parte I,
p. 44. -
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nell’ intervallo (0, ), qualuuque sia il numero reale Y; sicche,
detta S(¢p, v) 1a somma della (7), si potra, nel 2° memhro delln (5), -
passare al- limite sotto il segno integrale, e 8i avra

.

i
(8) Z a. X, (cos y) =—J 8(ep, v) dep.

n=0 5

Se R=1 e se la (7) converge anche sul cerchio di conver-

genza, salvo i punti z===-1, allora la (8) sussiste per ogni valore
di y tale che sm

(9) costy — 1.

Se, essendo R =1, la (7) non converge sul cerchio di- conver-
genza, essa, considerata come funzione di ¢, & assolutamente e
uniformemente convergente, qua.ndo, nell’ ipotesi (9), la ¢ varia
nell’ intervallo (3, © —3), per quanto piccolo sia il numero posi- .

tivo 3. Supposto, allora, che la funzione S(qp, y) risulti integrabile
in tutto I’ intervallo (0, n), si potrd scrivere

m—

1{58 P Y)d# i o, X, cosy)-—~f§ Sip,y) ia,z'qu; '
0 r=0 g
1{ ‘ ren
Ej?s(“”) w’2dcp+ j%sm) ngdqa,
0 Yo

¢ nel caso che, qualunque sia n, i due ultimi integrali del

2° membro siano infinitesimi con %, la (8) sard ancor valida con
la restrizione (9).

3. Nel caso della (2), si ha a,=1, R=1, e la (7) e diver-
gente sul cerchio di convergenza; ma

1 v
1—-cosy —isenycose’

Sy 1) =

nell” ipotesi (9), & integrabile in (0, ). Poi si ha p. es.

]
j‘.,g(, N);ri’lzr d j\cosy+osenycoscp) \d _ S .
ui i (; = v= ¢ |1—cosy —isenycosy c‘D\l—cosy’
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e quindi la (8) & applicabile con la condizione (9); e si ha

24

> ' 10 dop ‘ 1

Y Xa(eosy)=_ 1 _cosy —isenycosy V'
n=0 0 2sené~

4. Nel easo della (3), &
1
a,—a,—=0, M= 7%
e la (7) diventa

2 2n ‘ )
24t ——— = —zlog(l—2z)
2 n—1

Il raggio R & eguale a 1, ma.la serie converge sul cerchio
di convergenza, eccettuato il punto #=1. Si ha poi:

n

1

{rj Siy, v)de = — (E’:;:{j.log (1 —cosy —isenycoseg)dp —
t] 0

T

sen* v sen® pdo .
o 1—c¢osy —isenycose
= - CO8Y log(seng —+ sen? g) — 2<sen g—sen%).
E quindi
« X. (cos 1) - 1 4
1';'27_—1— = —cosylog (sen ‘—1; + sen’ %) —2 (sen g — sen’ §>,

per tutti i valori di y, eccettuati quelli della forma 2krc, con k
intero.

b. Quanto alla (1), si osservi che essa & la somma delle due

serie 22 X.(cosy) e 32 ~——CO—S—L), quindi

n==2
2n + 1 1
o Y Y qentt)
r‘_‘:lz 1 X (cos v)= 4 cos? 5 — 6 (sen 5 — sen 2)
sen ‘2' )
— Y o qentl
3 cos vy log (sen 5+ sen*® 2).

Palermo, aprile 1924,



