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PICCOLE NOTE

Contributi alla geometria proiettivo-differenziale
di una superficie.

Nota di E. BoMPIANI (*)

§ III. Le quadriche di Moutard. — 11. Le coniche osculatriei
alle sezioni di una superficie o con i piani passanti per una tan-
gente in P appartengono, secondo un risultato di MouUTARD, ad
una quadrica (*°). I’ equazione della quadrica di MouTArD rela-
tiva alla tangente 7—0, N, 3 aN,=—=0 &

(43 + vn®)? - 3n(3, + 43,0 + 4y,0® 4 ¢ )| T2 +

 log &
+ 36n3<N1N, —Qray” 8@‘:5—@—( T2> +

14 3

(14) -+ 24n(2yn? ~B)(N, +%al——%%—3—' T)T—i—
+ 24n(yn? — 2}3)(1\7, — ;ﬂ%f’;—'j‘ T) T=0.

Questa e la gnadrica di Lig relativa a P hanno in comune,
oltre alle tangenti asintotiche in P, una conica passante per P;
proprieta caratieristica delle tangenti di Darboux ¢ di coincidere con
la tangente (in P a 5) alla conica residua intersezione della quadrica
di Moutard relativa ad una di esse con la quadrica di Lie (*).

(*) Continuazione, v. anno 111, n. 2, p. 49.

(1%) Questa quadrica & stata rimessa in luce dal Cech; si veda p, es, la
sua Memoria citata: I/ intorno di wn punto etc. ove se ne trova I’ equazione
in coordinate normali di WiLczynski; qui, per mantenere la normalizza-
zione di PuBini, si & scritta 1’ equazione (14) che & trasformata della (7)
di Cecn,

(*Y) Avendo comunicato questo risultato al CrcH, nel maggio 1923, mi
informo essergli sostanzinlmente noto.



98 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA 1TALTANA

12. Si consideri ora in P P involuzione cubica delle tangenti
avente le asintotiche per rette triple: le sue terne di rette si
ottengono, al variare di u, dall’ cquuzione w3+ ynd=0 (perp=1, - 1
si hanno le tangenti di DARBOUX e di SEGRE).

Le tre quadriche di MoUTARD relative alle tre rette formanti
una terna dell’ involuzione s’ incontrano (al} infuori delle tangenti
asintotiche) in un punto la cni congiungente con I” ha per equa-
zioni
\ 4(42\’1 AL T)u + <8N, MR )

ou ¢

i
(15) , - ,
2 log oiv? 2 loy 582
(8]\7’2 -+ _Og J;{ T)p, = 4(—“ o ) T+ 4]\f) == 0:
v v ")

si pud assumere questw retta come rappresentante la terna di
tangenti da eui siameo partiti (o il punto comune alle tre quadriche
di Mourarp). Il lnogo di queste rette & il cono quadrico

’
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Questo cono & invariante per applieabilita proiettive (che sia
invariante risulta dalla stessa costruzione geometrica, essendo tali
¢ Pinvoluzione considerata e le quadriche i Motvrarp). Sieche:

Ad ogni punto P di 5 ¢ eolleguto in modo invariante (per appli-
cabilita proiettive) wn cono gnadrico le cui genevatyici corvispondono
binnivocamente alle terne di rette dell” inroluzione cubica sopra defi-
nita (e si otlengono cougiringendo 1> con il punto residua intersezione
delle quadriche di Moutard relative dile tie rette).

I1 piano contenente I ulteriore intersezione (tolte le tangenti
asintotiche) di questo cono con la quedrica di Law ¢ pure legato
invariantemente (per appl. proictic 2l pnuto P di 4.

Ogni particolarita di questo eono, o delia corrispondenza fra
le sue generatrici ¢ le terne dell involuzione, mette in evidenza
particolarita invariantive della superficie, Oceupiamoei di due casi.

13. Supponiamo che il cono (16) si spezzi. Annullando
il diseriminante - della (16) i ha, dopo opportune riduzioni,
¢ log B2y 2 log 3v* L. : .
_7”_[3_f m—‘—-— =0, cioé hh, = 0 quindi otteniamo una nuova
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proprieta caratteristica delle superficie studinte nei n.i 7, 9, 10,
Possiamo precisare ancors quando accade che h, =0 e h,=—0.
In tal easo il cono (16) si spezza nei due piani normali passanti
per le tangenti asintotiche. Viceversa, attinche cio accada deve
essere
] P !Og i{j‘”(_?__ 88 log 5% @ !Qg gy 7 log By®

ov — o ’ o % < o
an 8 log ¥yt 0 log

v cu

e da queste; se p. es. & kb, == 0, risnltano 3 e v funzioni della sola v,
Se, come st puo, si altera il parametro ¥ in modo da avere
3¢ = cost., dalla prima delle (17) risulta 3 = cost., quindi ancle v
e percio hy = 0. Quindi:

Condizione necessaria e sufficiente affincheé il cono quadiico {16)
8i spezzi @ che le linee canoniche su 5 coincidano con un sistema di
linee asintotiche o siano indeterminate : guest’ wltimo fatto si presenta
allora e solo quando il cono si spezza nei due piuni passanti per le
tangenti asintotiche ¢ per la normale proiettiva.

4. La (15) fa corrispondere alle due tangenti asintotiche
due relte ben determinate (per p =0, n ==2=): i piani normali
«<he le contengono hanno per equazioni

i log 334 L8 log 232
(18) T N2t SR N =0, .
2 log 3%y? 2 log 5iv3
2 B LN, SR N =,

Ci domandiamo quando accade che le due rette appartengono
al piano canonico, di equazione kb N, +.h,N, = 0. Paragonando i
coefficienti delle (18) con h, e h, si ha

' 9 log 1 @ log 1
| g e e =0
(19) :
o, 0log3 olog 3
(”fﬁf‘ hy = =90

e da queste risulta b, =—=h, =0 (ciod la superficie & u linee cano-
niche indeterminate) a meno che sia

@) ologBalogy ologBal 8Y
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