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RECENSIONI

Lezioni di Analisi infinitesimale del- prof. Picone. (« Circolo Mate-
matico di Catania », 1923, vol. 1°, parte 1 e 2°).

Il nuovo libro di Analisi infinitesimale del prof. M. P1oONE
dovrebbe essere seguito da un secondo volume contenente lo svol-
gimento di quei pil elevati Capitoli dell’Analisi, che piat di fre-
quente si ‘presentano allo studioso non solo di matematica, ma
anche delle sue applicazioni alla fisica. Ma anche da solo il primo
volume dei nuovo trattato c¢i dd un’ ampia ed esauriente tratta-
zione di quei Capitoli del’Analisi che costituiscono gli ordinari
corsi di Caleolo infinitesimale.. ‘

Come avverte lo stesso autore nella prefazione, vi sono molte
novitd di trattazione. Cosi la definizione di limite, assamendo a
punto di partenza la nozione .di insiemi ordinati di . operazioni,
inclnde, tra- 1’altro, quella nozione di limite che si presenta nel
caleolo integrale quando si pensa.un integrale come limite di
certe somme: somme provenienti da operazioni le quali, p. es.,
nel caso di funzioni definite in un intervallo, si ordinano sem-
plicemente chiamando seguenti di un’ operazione O tutte le ope-
razioni O corrispondenti a suddivisioni dell’ intervallo in parti,

Py

la cui massima & minore della massima di quelle che hanno
servito nell’ operazione O (1),

Fin dal principio si definiscono il massimo e il minimo limite
" e 8i parla del limite di quantitd complesse, dimostrande il teorema
di CavucHY-HADAMARD per la serie di potenze. Segue poi la
teoria degli insiemi di punti svolta con generalitd maggiore della
- solita, definendo tra 1’altro, fin dak principio, gli insiemi continui,
i domini, ¢id che permette di dare la massima generalita al con-
cetto di funzione (corrispondenza univoca in un verso) tra gli
insiemi di due classi A, B, in due spazi distinti.

Per le funzioni numeriche di punto, ciod per le ordinarie fun-
zioni si definiscono gli estremi e I’ oscillazione della fanzione
anche in ogni punto del campo di esistenza, la semicontinuitd e

() Questo ultimo concetto si trova gid nelle Lezioni di Caleolo infi-
nitesimale di S. PincHERLE (Bologna, Zanichelli, 2* ed., p. 308). (N.d. R)
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la continuita. Per le funzioni di unu variabile si definiscono

numeri derivati e le derivate ¢ 5i danpa @ teoremi tondamerntad
relativi. Interessante ¢ lo studio aceurito. @oeie per i caleola-
tore numerico, dell” approssimazione col metodo detle secanti e con
quello di Newrox-Fovrier delle padici di unu data @rvazione,

Nel Capitolo destinato alle tanzioni di due o pin variahili,
& notevole che, a differenza del solito, qui sioextendano g ali
funzioni tutti i teoremi fondamentali relativi alle Tuazioni di
una sola variabile; dal teorema di LAGRANGE per bo derivata
mista e dal teorema di RoLLe. dal teorema della media di Caveny
e da quetlo di UV HosprraL all’ esame accurato del concetto i
differenziale, all’ enunciazione precisa delle condizioni safficient
perche una funzione di pitt variabile sin indipendente da ana, di
Cqueste, allo studio del gradiente e eost via. ;

Ne'si traseura 1 estensione al campo complesso, enunciando
perfino le condizioni di monogeneita. di eni si danno le prime
applicazioni. Il seguente Capitolo ¢ dedieato alla. teoria.delle
serie uniformemente convergenti e loro proprieta tondamentali.
a qualche cenno della teorin delle servie mulriple, ¢ iatine al teo-
rema di esistenza delle funzioni implicite dimostrato col metodo
delle successive approssimazioni. Notevoli 17 enaneiato del eor-
rispondente teorema di nuicita, I enunciato dediento ad estendere
il campo in cui le funzioni implicite risultano definite « noteyo-
lissimi i teoremi.in cui si applicano i risultati ottenut: al pro-
blema generale delle funzioni inverse: quando, essendo by varia-
biti y funzioni delle » variabili « in un eerto campo, ~i possono
viceversa considerarve le x come funzioni delle y?

Nel Capitolo dedicato al cambiamento di variabili nen =i
traseura di porre in rilievo i parametri differenzialby A, ¢ A -
nella teorin dei massimi ¢ minimi non si trascura i esporre
1idea fondamentale a euni si inspira il metodo del minimi
quadrati, ; v

La seconda parte del libro & dedicata specialmente al caleolo
integrale. Bssa comincia con un lemma fondamentale di grande
generalita destinato a poter esporre poi nel modo piu rapido i
passaggi al limite necessari per la definizione diretta degli inte-
grali: si prevede cos] che tutta la esposizione sara improntata
alla massima generaliti con metodo nuovo, e originale. La prima
applicazione & fatta alla definizione dell’ estensione di un insieme
e alla sua misara (secondo JORDAN), a cui, dopo :i,lcuni suggestivi
esempi, seguono subito le definizioni ¢ le prime proprieta del
minimo o massimo integrale e delte funzioni integrabili.

Notevole e nuova & I'interpretazione del massimo e del mi-
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nimo integrale come massimo e minimo limite di una variabile
ordinata; si hanno cosl immediatamente le proprietd fondamen-
tali di quegli integrali come particolarissimo caso della generale
teoria dei limiti svolta fin dalle prime pagine dell’ opera.

Restano contemporaneamente studiati gli integrali definiti e
quelli di campo: la riduzione di questi al ecalcolo successivo di
pilt integrali definiti & svolta con la massima ampiezza. Con
grande generalita & studiato pure il problema del limite degli
integrali; di cui si ,svolgonlo le applicazioni fondamentali (inte-
grazione per serie, derivabilita di un integrale definito). Ma il
metodo diventa completamente nuovo, e si ottengono i risultati
pilt notevoli nelle pagine destinate agli integrali improprii: gli
stessi teoremi di esisteuza di tali integrali enunciati dal PicoNE
sono, a quanto io so, completamente originali, come pure ami:miouio
nuovi i teoremi relativi al limite di questi integrali. Questi para-
grafi e le applicazioni alla teoria del potenziale costituiscono
certo una delle parti pit brillanti del nuovo trattato.

Si stadiano poi con grande generalitd le funzioni di dominio,
e speeialmente tra esse le funzioni additive: il confronto con
I’ esposizione che il DE La VALLEE PoussiN da, servendosi del-
Pintegrale del LuBEsGUr, della teoria delle funzioni additive
d’insieme, pud dimostrare quanta generalitd abbia saputo conse-
guire il PICONE, pure restando nell’ambito dell’integrazione rie-
manniana, e con quanta semplicitd abbia saputo dedurne il teo-
rema generale sul cambiamento di variabili d’integrazione per
gli integrali a quante si vogliano dimensioni. Per le funzioni di
dominio si estendono i varii teoremi della media e il teorema
di I’ HosptrAL, B _ .

Per gli integrali definiti si danno i teoremi della media prima
di passare al problema delle funzioni primitive, che viene stu-
diato nel caso pitt generale possibile per chi non voglia usare
Pintegrale del LEBESGUE. Con gran cura si studiano i varii
procedimenti classici per il calcolo degli integrali indefiniti, e
definiti, esaminando particolarmente tutto quanto rignarda sia
gh 1nf«=gm11 improprii, sia il calcolo numerico effettivo. Tra gli
QS(‘lan pitt notevoli ricordero la funzmne I, i polinomi di LE-
GRNDRE, ecc. Gli integrali curvilinei sono studiati insieme al
problema della rettificabilita delle eurve. Gli integrali nel piano
%ho"st'ndia.ti, estendendo ad essi i teoremi della media, ¢ i teo-
remi gl:«‘m svolti per Je funzxom di una sola variabile; si da la
fonmﬂa i GRDLN con’ apphcanone alle funzioni armoniche, e
al c.nmbmmento di variabili degli integrali mulblpll, che viene
studmto con estrema genemhm. Sl esaminano sia i metodi di
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aleolo numerico, che la teorin degli integrali extesi ai pezzi o,
superficie, evitando senz’altro tutte Ie questioni relative all
definizione di area di und superficie sghemba s Ia definizione dur,
dall” AL si trova pilt avanti concorde con quella di Miskowsky,
Le ultime pagine sono dedicate ai teoremi di Griny e i Slm\..\
dH«{tun/,lonl armoniche, alle (lp[)ll('l/ll)lll geometriche,

Questa rapida seorsa dimostra gid¥eon quants g‘}n\mnlii;‘i ()
ampiezza stano svolti tutti i Capitoli fondamentali de Kealealo,
con quunto amore si sin dato ad ogni questione o svilappo, pin
esauriente possibile, ¢ eome metodi assal spesso nuovi e fecond
diano al libro un earattere aftatto originate. ‘ 4

Questo libro sara un’ottima guida per colovo «-hv tiwnlt«an«,
avviarsi allo studio della teoria delle funzioni di variabile read.
sin per la grande generalitiv con eui sono svolti i prineipali Capi.
toli, ~ia perche vi si trovano svolte anche molte teorie che d;
solito smlo_ trascurate nelle opere congeneri.

Grapo 1oy

G. JULYAL Legons sur les’ fonctions wniformes @ point singilier essiy
tiel isolé di pag. VI=-1480 Paris, Gauthier- Villaress 1924,

In questo volumetto, ¢he. £ parte (lol]'h,|||»01jkt:u,gkrv e ormag
vicea collezione di monografie sulla teoria delle funzion. Jivet:
da 5. BOREL, il JULIA raccoglie | mn ifnport;nﬁi x'iwl'ltai‘s‘ 0 i
hanno portato in questi uftimi anni gl stadi sl (umpmr IRt
di una funzione intorno w un suo vmnto singolare exse /i e, i
ispecie quelli che riguardano il teorema classico di I’ [CARD, Moiti
di questi risultati, in brond pirte tratto’ delle ricerche mwnmh
dell’ A, furono Ottenutl coll” ainto dvll.l teoria del In (.mnwln- nor-
mali th funzioni analitiche: agli-altri. gid noti pnnm detl’ lllt]i)‘
duzione del concetta di famiglia normale, qm«m cancetto wnmlv
introdotto nei pnml anni dello seorso décennio dal MoNTiL «h('
ne ha svolto la teoria e mostrata 7 import: mza, pmm e contei-
buto mswne' sia %vmplm« andone 1a dmm\tl.llmno “sin P mu!
(‘ndo di estenderli e di .tppmfmn]n'h. _ o ‘

"I metodo delle f.nnmlw normali si ¢ nu‘)‘\"t ato ver ‘nnvnh-
gvmulv ed utile, perche per yuanto e semphp b“pi;v,nu'.lltlef-
t«mto fef-ondo i interessanti visultati; per esso, come s & d('tto
non solo 8i poté giungere " delle dnno\i umm eﬂxn'vnmmvntv
semphm ed’ elog.mtl di molti® nnpmt.mtlsﬂnn hl()renn, b(lr\tl rum»
d: ire quelh di Picarp, LA‘\I])AU. r‘m)r'rm" LWDrLox«. N il
giunse pure a risultati nuovi ¢ molto notevoli. B
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Notiamo che con I’ utilita della teoria delle famiglie normali
viene sempre meglio messa in luce 1'importanza della funzione
modulare, sul ctii concetto & basata questa teoria.

Consideriamoe ora pilt da vieino la nuova opera del JULIA.

Nel* primo Capitolo riassume alcune proprieta delle funzioni
uniformi riguardanti i punti singolari, poli ed essenszi:ili isolati,
da poi alcune nozioni sulla rappresentazione conforme, ferman-
dosi specialmente sul principio della simmetria di SCHWARZ, che
da il prolnngmnento analitico di una funzione rappresentante
conformemente un eampo A limitato da archi di ecurve analitiche,
sul semipiano superiore, attraverso un arco di cerchio (in parti-
colare di retta) appartenente al contorno di A. Da ultimo parla
della funzione modulare z =2t} e della sua inversa —{(2), dando
in modo molto piano ed evidente il perché della rete di quadri-
lateri mistilinei della variabile ¢ e della corrispondente superficie
di RIEMANN per la variabile z e mostrando come si genera il sotto-

gruppo del gruppo modulare che da tutte le determinazioni di v 2),
t—a vz — v(ay)

¢ definisce poi la funzione w— =uw(z) e la

t—a  viz)— v(a,)
sua inversa z — (w) = <'1£v_;¢;g(a_o)) che danno la funzione mo-
dulare nel cerchio di raggio unitario.

Nel gsecondo ecapitolo UA. si serve direttamente delle quattro
funzioni definite alla fine del precedente capitolo per giungere
alla dimostrazione dei teoremi di P1cArD, LANDAU, CARATHEO-
DORY e SCHOTTKY, mostrando cosi la grande importanza della
funzione niodulare nella teoria delle funzioni analitiche.

Il terzo capitolo tratta della teoria delle famiglie normali di
funzioni uniformi, pilt particolarmente intere ¢ meromorfe, Per
introdurre il concetto di famiglia normale mostra come lo studio
del comportamento di una funzione uniforme fix) intorno a un
punto singolare essenziale isolato si pud riportare a quello di
una famiglia f(x), fz(m) wee ful®) e di_funzioni pure uniformi, dove

~f,,(x = f(o"x), essendo |c| <1, se il punto singolare lo.si suppone
all’ origine. I’A. passa qumdl rapidamente in rivista le tappe
segnate dallo studio della convergenza delle successioni di fun-

zioni olomorfe, dal classico teorema di WEIERSTRASS a quello di
LANDAU e CARATHEODORY dato nel 1911 e che costituisce, sebbene
solo per un caso particolare, la proposizione fondamentale della
teoria delle famiglie normali, cioé¢ che una famiglia di funzioni
che non prendono tre valori dlstmtl finiti o infiniti, & una famiglia
normale; vale a dire tale che da ogni successione di funzioni della
famlgha se ne puo esbrarre un’altra convergente .uniformemente.



RECENSIONT 183

Condotto da questi studi il MoNTEL pubblico nel 1912 la. sua
nota memoria, ampliata poi da quella del 1916 (« Anm de U el
Norm. Sup. »}, nelle quali tratta -organicumente la teoria delle
famiglie normali, fissandone il coneetto ¢ le proprieti ¢ mostran-
done D utilita nella_dimostrazione dei teovemi trattati al prece-
dente capitolo, la. quale diviene oitremodo semplice ed elegante,
prestandosi anche a estenderli convenientemente, _

[7A. in questo capitolo riassume ed illustra questi visultati
e lo stesso fa pure nel seguente, dove dopo aver teattato delle
curve che tendono al punto singolare essenziale isolato, di quelle
che lo circondano e dei valori asintotiei, viene a dare i teoremi
di LinpeLor e della sua seuola sull’ indeterminazione di una fun-
zione intorno al panto singolare, seguendo prima la vin indieata
dal loro scopritore, poi col metodo delle tamiglie normali, aceen-
nando, come ha tatto il Moxrry, alle estensioni, che questo me-
todo permette di dare o quel teorewmi,

Nei tre ultimi capitoli P AL riassume 1 risultati die Ini otte-
nuti nelle tre memorie « Sur quelques propriétes nouvelles des
fonetions entieres ow méromorphes » (Ann, de ' fle. Norm, Sup.,
1919, 720 e 21, di cui un sunto dato dall’ autore stesso si (rova
in questo Periodico a pag. 63 del faseicolo uo 2 caprile 19235
risultati ehe ottenuti col metodo delle tamiglie normalil sono molto
interessanti perche mostrano come si possa effettuare P appros
simazione asintotica simultanea delle radiei di fiz) - « -~ 0, per
ogni vaiore di a diverso dagli eccezionali segnendo i tre wetodi
di approssimazione del punto singolare essenziale isolato: metodo
continuo, mediante carve, la cui ferma € molto arbitraria ed ¢
data a priori; metodo discontinuo regolare, mediante punti pesti
in progressione geometricw, o in progressione aritmetica; dando
luogo in questo secondo caso a conclusioni che sono molto meno
generali che coi metodi precedenti, ma che, ove si possono trarre
sono molto pint precise, avendosi un’ approssimazione vera e propria
e non. asintotica delle radici; in fine il metodo discontinuo non
regolare ; mediante punti posti in sucecessione qualsiasi.

Specialmente il primo metodo & molto interessante, perche
da una ragione molto seémplice e visiva della proprieta di molte
funzioni di avere delle curve privilegiate, cioe delle curve C tali
che in ogni settore limitato da curve simili alle ¢ ¢ d’apertura
comunque piceola, purché contenente al suo interno una delle C,
la funzione prende nn’infinita di volte tutti valori finiti o infiniti
tranne due al pin; proprieta alla quale si puo ginngere con ragio-
namento semplice ma forse meno perspicace partendo dai teoremi
di LINDELGF ¢ IVERSEN.
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Come lavoro didattico questo-libro si presenta molto bene
perché raccoglie molti interessanti risultati degli studi moderni
sulle funzioni uniformi a punfo singolare essenziale isolato e H
porge in forma piana, semplice ed elegante, in modo da renderli
accessibili alle menti dei giovani che voglieno procurarsi nuove
cognizioni che potranno loro-dare possibilita di proseguire; donde
P utilita di questo libro appare manifesta. ()

Luigt AMOROSO : Studio tecnico per 1 ordinamento delle pensioni wl
personale del Banco di Napoli. Napoli, Tip. Raimondi. 1924.

Il concetto fondamentale eui si ispira il presente Studio sta
nella costituzione di nn Fondo autonomo, che assicuri al perso-
nale un conveniente trattamento di quicscenza, ed al tempo stesso
consolidi P’ onere che il Banco sostienc per pensioni, in una cifra
non superiore a quella che il Banco sostiene attnalmente. ,

Nei riguardi del trattamento di- pensione assicurato, sono
considerate le tre ipotesi seguenti:

I) Trattamento analogo a quello assicurato agh impiegati
dello Stato, prima della riforma del novembre u. s. E cioe pen-
sione pari, per ogni anno di servizio utiﬁle, ad un quarantesimo
dello stipendio medio dell’ intiero triennio sulle prime’ quattro-
mila lire, pitt un cinquantesimo sulla rimanente somma.

1I) Trattamento analogo a quello assieurato al personale della
Baneca d’Italia. E cioé'pel‘lsione,pa-ri' per ogni anno di servizio utile,
ad un quarantesimo dello stipendio medio dell’ultimo triennio.

ITI) Trattamento analogo u quello assicurato agli impie-
gati dello State, in base alla riforma del novembre u. S Quindi
pensione pari, per ogui anno di servizio ntile, ad un guarantesimo
dello stipendio medio dell’ ultimo triennio, plu‘un SeSSdl)bt‘bln‘lO
sulla rimanente somma.

La pensione massima, i raggmnge dopo quar ant’ anni dl ser-
vizio ed & pari nell’ IpOteSl III ad otto decimi dello stipendio; nella
ipotesi I a nove decimi; nell’ ipotesi II all’ intero stipendio,

Nessun altro limite superiore é imposto; I’ ipotesi III & sup-
posbo invece che gli stipendi possano essere aumentati in pro-
porzione non superiore al 45 per cento. .

La aliquota complessiva, necessaria ad assmumw P eqmlxbrlo
finanziario del Fondo, e nella quale 8i comprende quella del 6 per
cento che resta a carico del personule, & pari

nell” ipotesi - I al 20,37 degli stlpendx attuali
» II al 2406 - » Ty
» IIT al 20,75 » - aumenm'ti, ’
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rispetto agli attuali, in misura.. non superiore al 45 per -
cento. o

Il carico totale annuale per il Baneo, compreso 1’ onere per
le pensioni oggi esistenti, resterebbe consolidato.

Nell'ipotesi | . . . . . L. 2.839.677
» TL . ..o . » 3.312.088

» L. o o o o » 3.T38.0T1.

La spesa che il Banco sostiene per le pensioni oggi esistenti
wwmentabe dalla quote sugli wtili, quale fu versata in media, nel-
U ultimo quingquennio, al Fondo per le peusioni pure oggi esi-
stente, ammonta, in eifra tonda, a-quattro milioni.

In ciascuna delle tre ipotesi, I; 1L, LII, I’onere verrebbe
quindi consolidato in ana cifra inferiore a quella che corri-
sponde al earico attuale.

S. PINCHERLE. — Gli elementi della teovia delle funzioni analitiche.
Bologna, N. Zanichelli, 1922 (1.

Nel Cap. XV, in eni sono seguiti il metodo e le notazioni
. 1
di WEIERSTRASS, si comincin col far vedere che X e OV W TAp-

presenta genericamente 2w + 2m'e' ¢ la somma & estesa a tutte
le coppie di interi positivi e negativi m, #', escluso lo zero, ¢
convergente assolutamente per > 2, Viene definita la funzione 5

L® , =

Z;))e?u 20
funmone Sl derivata ]ogm l’cmxm della ¢ e la funzione §9(x) deri-
vata, di segno cambiato, della J(x). La $9(x) & fanzione ellittica, coi
periodi elementari 2w, 2w’ del secondo ordine, con poli di secondo
ordine in =0 ¢ in tutti i punti w; la ?'(x) & funzione ellittiea di
terzo ordine ed ha tre radiei nei punti congrui a w, o', w-+wn", B sta-

che ha per radici %emphm tutti i puntiw, s =a«Il’ (

. . » el . 5, 1
bilita la relazione §2'%w) — 4§93 x) — ¢,57(x) — g, ove g, = 60"“—.4 s
g = 1402  (invarianti). Le radici di R(?) = 42%) - g.5(x) — g;,

sono e, = §2(w), e, == §(w’), e; =52 (v + ).
Si costruisce, mediante la 5, una funzione ellittica che abbia
le » radiei «, e gli » poli §,. Ogni funzione ellittica pari, di pe-

() Continnazione, v: anno III, n. 2, p. 80.
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riodi 2w, 2w si esprime in funzione razionale delle §&(x) omope-
riodiche; ogni funzione ellittica, di periodi 2w, 2w’ si esprime
in funzione razionale della §2(x) omoperiodica e di §'(«). Unpa fun-
zione ellittica che abbia come poll semplxcl {3,, dgyress B0 8L PUO

esprimere (HERMITE) nella forma ZARQ(x - 3 )+ C, con C costante

e Z4,=0, e la formula si estende al caso dei poli maltipli.
Gli iutegrali ellittici di prima, seconda, terza specie, ponendo
la loro varlablle d’ integrazione eguale a §Z(x) si riducono rispet-

tivamente a x, — {(%) Jm

Sono . stabilite due formule di addizione per la §£{x) e s8i di-
mostra che ogni funzione ellittica ammette an teorema di addizione
(cioé passa una relazione algebrica fra fix), fiy), flo + y)); vice-
versa ogni funzione analitica uniforme che ammette un teorema
di addizione e che non sia o razionale o funzione razionale di
una esponenziale, & fanzione ellittica; & mostrato come §2(nx)
con n intero si possa esprimere razionalmente per §2(@) e come §2 (k)
con k non intero non possa esprimersi razionalmente §2(x) se non
e & complesso.

Indicando eon w,, m,, «; i semiperiodi w, w, — (0 -+ ) e
COM ¥}y, Ty, Mg | selmpenodl secondari v, ¥, -- (T;-&—Vj) si intro-
e AB—W,) (k=1, 2, 3) e ge ne %u-

S{twy,)
diano le principali proprieta, indi le” funzioni di JACOBI seno
amplitudine, coseno amplitudine, delta amplitudine, delle quall si
determinano i periodi elementari, gli zeri, i poli; definito il
modulo k& . delle precedenti funzioni, si dimostrano le for-

ducono le funzieni o, =—e¢

d
mule? sn*u +en*u=—=1; k* sn’u—f—sn’u—-l i SnU==chu:3nu;

J : d
—cnu:—-snu-b‘uu' —Ony = — k* . 3 endo snu=—z
au 5 snu.en %; ponend ,

' daz
1 = —
ne scende u (gf\/(l ey

Il Cap. XVI & dedicato alle funzioni generatrici e determi-
nanti. Sia ¢(¢). una funzione della variabile reale ¢ definita da ¢
a —+ oo, limitata ed integrabile in ogni tratto finito di quell’ in-
tervallo; se, essendo x una variabile complessa, 1'integrale

o0

f(x):f:p(t)e—’”dt e convergenté, definisce nna funzione f(z) che

dicesi funzione determmame di qp( ), mentre ¢(t) si dice funzione
generatnce di f(x).
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Indicando con R(z) la parte reale del numero z, si dimostra
che se per ¥ —=x, 1’ integrale & convergente, lo & pure per ogni
tale che sia R(x)> R(x,). Ascissa di convergenza di f(z), od or-
dine della ¢(t), & il numero reale o tale che per R{x)>> « l’inte-
grale converge e per R(x) < = non converge; semipiano di con-'
vergena/m di flz) & i] semipiano H(w)/oz In ogni area 7T limitata

u

interna al semlpmno di convergenza V' integrale f(x, u _J“O(t c—‘vdt
converge umformcmente a f(x). B dimostrato il teorema (LANDAU)

ge ). & il limite massimo del modulo di - logj‘cp\t)dt I’ agcissa di
¢
convergenza non & maggiore di A e se >0 & o=,
' a,t”
n!?

Sia ¢:t) funzione analitica regolare in x=0, ¢(t)= s6

Spa@

per Rlx)> a & 1m1 —j (e =dt =0, la f(x) & espmmlblle me-

. . a . . ; LR e
diante la serie E;ﬂﬁq fuori del cerchio |x|=o. Se la serie L;w
_ 0 0
non ¢ convergente essa rappresenta assintoticamente la f(x), cioe
esiste per ogni m un numero positivo £, tale che per R(z) - &,,
m

la differenza flx) — 2;;; ¢ infinitesima per x — oo d’ordine su-
Qo 4

periore ad m + 1. Se () ¢ indefinitamente derivabile con derivate
. limitate, integrabili, di ordine finito non superiore ad « in ogni
intervallo finito (0, a) e di pin per R(x)> «

1

(A) lim 27+ 1) (@ - ) j‘q’"*le'“””*“'“)dt —'0
. n=—oo

b,

X+ 1) {x-+n)
ove P(t) = @'ty @olt) = @'1(8)€"s cure @r =@, €', we. @ b, = ,(0); qua-
lora non sia verificata la condizione (4), la serie di fattoriali
rappresenta assintoticamente la f(x). Seguono alcune proposizioni
sulle serie di fattoriali, fra cui ricordiamo che ogni funzione ana-
litica regolare per x—occ & sviluppabile in serie di fattoriali.

Si dimostra che se f(#) & un ramo di funzione analitica mo-
nodromo regolare nel semipiano R(z)> a, se esiste un reale ¢ tale
che fiz)es*, al tendere di # a oo secondo direzioni comprese fra

la f(w & rappresentabile colla serie di fattor 1411 =
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—-‘%, 5 (incluse), tende a zero di un ordine numericamente posi-
tivo, allora per R(x) >k > o
L : , 00 k4300 .
1 )
flo)y= 2m.§e = f(u)e‘“du@t,
. ¢ ki—oo ' .

la quale formula esprime la generatrice mediante la funzione

determinante
k+i00

1 ?
¢(t) = 27;;] f(w)edu.

k—ioco

Nel Cap. XVII sono studiate le funzioni ipergeometriche, Si
comincia col mostrare come 1’ integrale generale di una equazione
¢ = px)g + q(x)g ove p, ¢ sono funzioni analitiche, & regolare,
per & finito, ove lo sono le funzioni p(x) e gl). I punti singolari di
p(x) e g(x) si dicono punti singolari dell’ equazione differenziale.
Si prende allora in esame I’ equazione ipergeometrica (o di GAUSSs) -
al-—2)y — [z +B+1j@g—7v]y —aly=0, i cui punti singolari
sono 0, 1, co. Nell’intorno di # =0 si hanno i due integrali

’ —% (x4 1) v (20— 13B+1) (340 — 1)
b Tamo Ay +1) v (y -0 — 1)

"
]

serie ipergeometrica che GAUSS rappresenta con Fiz, 5, v. x),
e ve=gl~TF(lxa—yv +1, 3 —y + 12—, x). Bscludendo per =, 3. v
valori interi, v e » formano un sistema fondameéntale di integrali,
il quale per un giré in senso positivo intorno a « =0 subisce la

Lo 10. : )
sostituzione A:( .

0 e—2miy

Sono dati analogamente i sistemi fondamentali nell’intorno
di =1 e di #=cs, ed & poi determinato il gruppo del-
I’equazione ipergeometrica, gruppo che resta inalterato se «, 3, v
si aumentano di numeri interi. Se in tre equazioni ipergeome-
triche i parametri « (o 3, o y) differiscono fra. loro per interi,
fra tre loro integrali qualsivogliano passa una relazione lineare
omogenea a coefficienti razionali. Agli integrali. dell’equazione
ipergeometrica si da il nome di funzione ipergeometriche.

' Usando della trasformazione di EULER Jlx) ,:J p(t)t — x)?%‘f“

. : . B - @ - . :
si perviene a dimostrare che I’equazione ipergeometrica ammette

come integrale y:cjt“—Y(t — )Y—f=1(¢ — x)—*dt, ove (I) deve es-
: L
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sere uny eonveniente linea; si fa vedere come si possano costruire
due di tali linee in guisa che i corrispondenti integrali siano
linearmente indipendenti,
Se 2w, 20' sono i periodi della tunzione ellittica inversa delia
¢t

funzione §_ ==——_——===—=, il rapporto w: w’ & una funzione ana-

litica t(x) di « regolare in tatto il piano ad eccezione dei punti

=0, x =1, ¥ = o<, multiforme. Facendo uso delle proprieta della

fanzione-.t{x) si dimostra col PicaArD-che ogni funzioné intera

che non assuma per valori finiti di @ due dati valori si riduce a

costante. ' o ' '
Infine, it Cap. XVIII & dedicato alle funzioni ealeriane. B stu-

diato Vintegralé culeriano di prima specie o funzione Beta Bz, y) —
. .

:J(] — wp~w—'du, che.per ogni y (o x) differente da zero o da
Q .

un intero. negaltive & funzione meromorfa di x {o di y) .con. poli di

primo ordine nei punti =20, 1, 2,... ... (0 y=0, 1, 2. fyite

Mostrato come una soluzione particolare dell’ equazione alle diffe-

n
si introduce la fuanzione I(#)=1: Fle — 1) detta con LEGENDRE
funzione gamma, funzione meroforma coi poli di primo ordine
0,—1,—2,... e di essa si danno diverse espressioni e si stabili-
scono nnmerose proprieta e fra altro formule che permettono di
dedurre il valore di I'(x) per ogni x reale, conoscinti i valori di

~ ) ' ~ 1AW 1\
renze (x -+ 1)f(rx +1)=f(x) & la funzione Fix — H<] + v)(l ~+ ;l}
1 /

‘ 11 , :
I'(x) nell” intervallo <§, :;)>. Sono poi studiate le due funzioni $ia)

derivata logaritmica di-1'(w) e y(@) derivata della $(x).
, " -
17 integrale euleriano di seconda specie Iix) = et rap-
' ‘ 0
presenta nel semipiano E(z) > 0 un ramo monodromo di funzione
analitica; studiate alcune sue proprietd & fatto vedere che coin-
cide con ia funzione 1'(x). ) N
T infine stabilita la relazione fra gli integrali euleriani. di

- , lw . l‘
prima e seconda specie Bix, y):rif@ \9)

e si determinano delle

espressioni assintotiche per I'x) e log I'(x). -
’ . F. SiBIrRANI



